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ERRATA. 


PREMIER VOLUME. 

Page 4 12, ligne 4, au lieu de zOy, lisez zOx. 

' * ♦ * 

SECOND VOLUME. 

Page 27, ligne 26, au lieu de p ~ a — 2 k, lisez p — " -f- 21t. 

Page 3 7 , ligne 9, au lieu de — %Y , fer 

( x — ri 3 (^— r)- 

Page 148, équations (3), ajoutez apres chaque parenthèse =0. 

Page 161, équations (12), supprimez — o à chacune des trois 
lignes. 

Page i85, ligne 10, au lieu de b — lisez b 

dx dy 

Page 216, ligné 6, au lieu de en dessous, lisez au-dessous. 

Page 236, ligne 1 5, dans le premier membre, au lieu de «dx, 
lisez sdy. * 

Page 238, ligne dernière, au lieu de x, lisez xK 
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DIFFÉRENTIATION d’uNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT 
A SFS LIMITES. 

4i8. On sait qu’étant donnée une fonction quelconque 
de x, f(x) } il existe toujours une autre fonction (x) 
telle que l’on ait 

?*(*)'=/(*)» 

et que l’intégrale générale de f[x)dx est alors représentée 
par 

? (•*•) -+- c . 

C étant une constante arbitraire. * , 

Désignons par u l’intégrale de J (x) dx , prise entre 
deux limites a et 6; on aura 

u = jf* f{x)dx = ? {b ) — ?(«). 

II. •2 e édition. | 
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2 1 COURS D ANALYSE. 

L’inlégrale définie u ne dépend plus de’x, mais elle est 
une fonction des limites a et b , et' Ton peut se proposer 
de la différcntier par rapport à l’une ou à l’autre de ces 
limites. On y parvient 'aisément sans effectuer l’intégra- 
tion. En effet, de l’égalité 

on déduit * • 

.1 « 

du , . du , 

• = Tb -f ( b) ’ 


et puisque <p'(x) = f(x), 

fO 


Tb=W' 


■449. Si a et b sont des fonctions d’une certaine va- 
riable t , indépendante de x, en désignant par du la diffé- 
rentielle totale de u considérée comme fonction de la va- 
riable indépendante t , on aura (I, 46) [*] 

, du , du . 

• du = — «a H — tt db , 

da db 

et, par conséquent, 

( 2 ) du = — f (a) da -\-f{b)db. 

On obtiendra du en fonction de t en remplaçant dans 
celte formule a, b, da, db, par leurs valeurs eu fonction 

“.de*. • ' • ' 

& • • ’ ' 

■ . INTERPRÉTATION géométrique. 

450. Soit 

/ig. io5. y —f{x) 

l’équation en coordonnées rec- 
tangulaires de la courbe CD / : 
l’intégrale définie 

— j f[ x ) dx , 

• [*] (l, 46) indique un renvoi au n° 40 du premier volume. Les ren- 

vois au second volume seront simplement, indiqués parle numéro du 
paragraphe. • * ' 
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représente l’aire ABDC. Donnons aux limites a et b les 
accroissements infiniment petits 

AA B(t' = db : 
on aura " v 

A'C'D'B'= /< + du 

et du = — AA'C'C -t- BB' D' D. 

Or on peut remplacer AA'C'C et BB'D'D par les rec- 
tangles ACEA' et BDFB' qui n’en diffèrent que de quan- 
tités infiniment petites du second ordre (I, i7); on aura 
donc 

AA' C'C ■=/ ( a ) du , • BB'D'D =/( b)db, 
et, par suite, 

du = — f (fl) da -+- f[b)db. 


DIFFÉRENTIATION u’tlHE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAPPORT 
A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 

4SI. Supposons que la fonction' placée sous le signe J' 
dépende d’une variable t, autre que x, ét soit 

«= f f(x,t)d.r. 

•J il 

♦ 

Si les limites a et b sont indépendantes de t, on aura, 
pour l’accroissement At donné ht, • 

n -f- A u = J' /(x, t + St) d.r, 

J r* b n h i • 

/[x, t -+■ St) il.T . — I f[x,t)dc 

a * J a 

r b s • . 

= J [/(*» t+ Af)— f(x, t)]dx-. 


par suite, 

Su r b .f\x, t-t-St) — f{x,-t) 

Ja St ' 

et, si l’on fait décroître indéfiniment A r, oh aura, à la 

. 7 • ’ 
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limite, 

(3) 
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(lu 

di 


-t- 


y (*.o 

dt 


dx . 


452. Quand a et b dépendent de t. du désignant la diflé- 

rentielle totale de u, et les dérivées partielles 

da du ut 

de cette fonction, on a 

, du du . du • 

du = — da -4- -yr db -f- — dt. 

,i da db dt 


Mais (448, 4ol) 


du ,. . du ' . du 

dà—~ db~ f ^ m ,] ’ 


(U 


-r 


f// 


dx ; 


donc 


(4) ^ 


dx. 


INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE. 

453. Soit CD fa courbe dont l'équation est, en coor- 
, Fig. 106. données rectangulaires, 

y=zf(x,t). 

Si OA a , OB = 6, on aura 

r b 

u = I f{x, t) dx — aire ACDB. 
J a 

b R' x Donnons à t l'accroissement in- 
finiment petit dt : a et A qui sont des fonctions de t re- 
cdivent des accroissements AA! — da, BB '==db. En 
même temps la courbe CD se change en une autre courbe 
EH inhniment voisine, et l’on a 

r* b - 4 ~ db 

U -h du = I /( x, t -f- dt) dx = aire A' GHB'. 

i/o + dti 



Mais aire A'GHB'= AEFB — AEÔA' + BFHB'; 

donc v du — A 1 GH B — ACDB 

• ~ (AEFB — ACDB) — AEGA' ->)- BFHB', 
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trente-septième' leçon. ; 5 

ou, en négligeant des infiniment petits du second ordre, 

X b ■ r*b 

f(r.,t-\-dt)dx — / f(x, t)dx 
t/a 

— f[a, t)da +f(b, t)db, ■ 1 


du 


et enfin 
du 


-r 


df[x, t) 

dl 


dx — f(a, t)da -\rf( b, t)db. 


DIFFÉRENTIATION d’üNE INTÉGRALE INDÉFINIE PAR RAPPORT 
A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 

454. Soit u l’intégrale indéfinie de f[x, l) dx , dans 
laquelle t désigne un paramètre variable qui ne dépend 
pas de x ; on peut, sans rien ôter à la généralité de cette 
intégrale, l’écrire sous la forme 


“ = J /(*, 


t)dx + ÿ(t), 


étant une fonction arbitraire de /. Di fiéren lions 
maintenant par rapport à t , en supposant que t ne dé- 
pende pas de a : nous aurons (451) 
du , 

Tt 


=jf 




mais comme i|/( I ) est une constante par rapport à x, le 

* * 

second membre revient h l’intégrale indéfinie de ~ dx, et 


l’on peut écrire 

(5) 


du 

Te 


=/ 


df(*, ') 

dl 


dx . 


Ainsi, pour différent iet une intégrale indéfinie par 
rapport à un paramètre variable, il suffi de différen- 
tiel', par rapport à ce paramètre, la fonction placée sou» 

le signe ' I . 

J * * '» 

INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. 

455. Si l’on multiplie par dj l’intégrale définie 


f f (x,r)dx, 
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et que l’on intègre ensuite par rapporl à y , ou aura 

J (l X f f{*,7) djc - # 

Or j,e dis que l’on peut intervertir l’ordre des intégra- 
tions, c’est-à-dire que l’on aura la formule 

■ M f(x,r)dx = y dx J f(x, y ) dy . 


. En effet, on a ( 451) 
» b 


£1 .[*//(*• ^>‘6’] =jf 


r ) dy 


!>■ 


y)àx-, 


donc, en intégrant les deux membres de ceite équation par 
rapport à y, il en résultera 

J>/ /( x,y) dy = f(x, y) dx, 

• V ' ' 

et, si l’on prend pour limites de y les fconstantes c et d , 


(6)' f dx f f(x,y)dyz= f dy f f(x, y) dx. 

J a' J c Je J a 

4o6. L interprétation géométrique de cette formule est 
facile; car ses deux membres représentent également le 
Fig. 107. volume ABCD A' B' C'D' com- 

pris entre la surface qui d pour 
équation z=f(.r, y), le plan 
désuet les quatre plans qui ont 
_ pour éqUatipns 


>r~ 


V 


71) 


X ~ (t ? 

y — c-, 


X=r- b, 

V t i . 
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TRENTE-SEPTIEME LEÇON. 
DÉTERMINATION DE j/lNTÉGRALK 


f 


sin n x.dx % 


•457. On peut déterminer une intégrale définie quand, 
on connaît l’intégrale indéfinie; mais il y a souvent des 
simplifications. Ainsi, quand on a 

J /{*) dx = f {*) + / i]/ (x) dx, 

t • 

il en résulte 

f /(x) dx = y(b) — <p(«) ■+■ f f(x)*, 

J a J a 

et si <p (x) est une fonction plus simple que f(x), l’inté- 
grale cherchée sera ramenée par cette formule à une 
intégrale plus simple. 

Soit, par exemple, l’intégrale . * / 

' • TV 

u n — I sin “xdx. 

J a i 

En intégrant par parties, on a 

J' sin"xdx — J' sin" -, x. d ( — cosx) 

= — sin" - 'xcosx ■+- (b — i) J" sin* -, xcos , xrfx; 

. ou bien , en remplaçant cos 1 x par i — sin 1 T, , . 

J ' sin "xdx = — sip" -1 xcosx -f- (b — i) jf sin" -, xr£r 

— (u — J* s * B " x ^ r * 

De là on tire 

r i « — - 1 r 

I sin "xilx— sin" -1 xcosx -t I sin ,-, xr/.r. 

J « "J 

Intégrons maintenant entre les limites o et ^ et obscr- . 
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vous que le premier terme du second membre s’annule' 

à ces deux limites, n étant plus grand que i : il viendra 

/ \ n — 1 

(') «n— 

U 

Soit « pair : nous aurons successivement 

_ n — 3 

"n—ï — T ' H h — i y 

n — 2 . 

n — 5 . 

— 1 7 < 

n — 4 


'h = - //* , 

9» 

7T 

. »r 

//,i — I tlx = — • 

Jo 2 

Si l’on multiplie toutes ces équations membre à 
membre, il vient 

n- i 3 5 « — i 


( 2 ) 


'*« / , • 

22-40 « 

En changeant n en n 4- 1 dans la formule (1), on aura 


et ensuite 


"/M-l — 1 


1 


// — 2 


"„_i = 


// — I 


» *— 4 


««-3— — Q 


n — 3 



"* ~ 3 


ii, = I sin xdx = 1 . 

a/O ‘ 


En multipliant toutsçes équations membre à membre, 
on aura 

2 /y 6 n 
" n+ '~ 3 ’ 5 ‘ 7 ** '7TT ‘ 


(3) 
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•438. La formule (i) ne peut plus servir à la détermi- 
nation de //„ quand n n’est ‘pas un- nombre entier; mais 
on peut l'employer, dans ce cas, à réduire l’indice au- 
dessous de l’unité. 

Dans tous les cas, en faisant y= sinx, l’intégrale 



sin" xr/x 


se ramène à la suivante 


qui est algébrique. 



x n,/ r 
s!* — / 


FORMULE DE WALLIS. 

439. Les foi mules ( 2 ) et (3) conduisent à la valeur 
de exprimée par un produit d’une infinité de fadeurs. 
En effet, puisque sinx est moindre que l’unité, on a 
sin" j >> sin" +l x 

pour toutes les valeurs de x comprises entre o et - : 
donc on a 


J f sin"xr/.r^> / sin" +l xr/x, 

0 J a 


c est-à-dire 


"n > "n+l • 

De là et des formules ( 2 ) et (3) trouvées plus haut (437), 


on tire 


r 2 2 4 4 " n 

2 1 3 3 5 n , — 1 n + 1 


On aura de même 


"a+1 »»+« » 
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IO' 

ou bien 


n n 2 


n 2 2 4 '4 ’» 

2 i 3 3 ’ 5 « — i «-i-i « -t- i 


Donc, si l’on pose > 

2 2 4 4 ’ « 


A = 


3 3 5 n — 1 n -f- i 


on aura 


w _ 1 jr ^ . n -4- 2 ./ I 

- > A et - < A =A H 

2 .2 « -4- t \ « + 1 

- * * . * ' * » 

11 en résulte que 

J = A(i *-■«), 

a étant une quantité plus petite que ^ 1 et comme 

ceci est vrai, quelque grand que soit n, oft aura, en 
supposant n — x , 

■K 2 2 4 4 6 

' . 2 ~~ T 3 3 5 5 

Celte formule remarquable a été découverte par Wallis. 


EXERCICES. 


i . Démontrer que 


J f* sin m.T , 

— : (IX =1 r , 

0 sut X 

ni étant un nombre entier positif et impair. 

. C 1 1 — x , 7 t 3 , 

2 . / ; (Le = 5 + - 1 2 

• J 8 4 


3. F. tant donnée P intégrale 


pb 

J f(x)tlx, 


lu changer en une autre qui ait jxrur limites deux nombres donnés, 
à P aide de la substitution x = my -+- n,-m et n étant (leux nombres 
'inconnus . 
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TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

Intégrales culériennes de deuxième espèce. — Intégrales obtenues par la 
différentiation ou l'Intégration sous le signe, — par des considérations 
géométriques, — par la séparation des quantités réelles et des imagi- 
naires, — par une équation différentielle. 


INTÉGRALES EIILÉRIENNES DÉ SECONDE ESPECE. , 

460. Ou donne le nom à' intégrale eulèrienne de se- 
conde espèce à l’intégrale définie 


(*) 


r(«!= r 

Jo 


.T"—’ f-’ dx. 


On doit supposer n positif; car si n était égal au 
nombre négatif — p , l’intégrale considérée aurait une 
valeur infinie. En effet, on a, a étant compris .entre 
o el i , 

f 'e-* — > f' - — = ! 1 -; 

J a r P Ja e x c "■ 

or, pour a = o, - 1- est infini : l'intégrale / xrf-'e-*dx 

^ ^ V O r ' 

est donc infinie, et il en est de même, à fortiori, de l’in- 
tégrale I x~ p ~ i 'e~ I dx . 

461. L’intégrale r(«-f-i) peut se ramener à r,(/i). 
En intégrant par parties, on a 

j* :c n c~ r dx = — x" e~ x + n j' c~ I x"- , d.r. 

Or x"e~ x s’annule pour x = o et aussi pour x = oc . 
En effet, puisque 

t 1 x' 


x 

i -I- - 

î 


1 . 2 . 3 ... 


on a , quel que soit i , 


. 2 . 3 .../ ’ 


. Digitized by Google 



par conséquent 


COURS D ANALYSE. 


•r— "«*;>, 


Or, quand on prend / > n, ce qui est évidemment permis, 
le second membre devient- infini pour x = oo . Donc le 
produit x~"e x devient aussi infini , et par conséquent son 
inverse x n e~ x devient nul pour x =s oo . 

D’après cela, si l'on intègre entre les limites o et oc , 
on aura 

J /»oc p X 

I x tl e~ x dx =■' n I c~ x dx , 

O • * */ O • 


(2) ' r(«-t- 1) = nr(n), 

•162. On aura de même 

r (”) = (« — *) r ("^ r(« — 1) = (» — 2)r(« — a), 

•* • , u * s 

et si n est entier, on arrivera a 

r( 2 ) = .r(i), 
r(t) = j’ e~ x dr. — 1 . 

Par conséquent, on aura pour n entier et positif 

(3) r .(n) = 3... (»— 1 ). 

Si n , sans être entier, est plus grand que 1 , la forqiulc 

✓ 

,r(/j.) =s \n — 1 ) -r(» — 1 ) 

permettra de réduire l’integrale T (») à l’intégrale T (v), 
ilans laquelle v désigne un nombre positif moindre que 1 5 
de sorte que pour calculer T ( n ) il suffit d’avoir les va- 
leurs de cette fonction pour les valeurs de l’indice n com- 
prises entre o et r. , 

163. L’intégrale F («) peut prendre une autre forme •, 
en posant e~ x =y, on a 

— I— dx — '— — 
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INTÉGRALES QUI SE DÉDUISENT d’uJ/E INTÉCRALE CONNUE 
PAR LA DIFFÉRENTIATION SOUS LE SIGNE. 

464. La différentiation sous le signe permet de déduire 
d’une intégrale définie connue de nouvelles intégrales. 

En voici quelques exemples : . 

1° / — = -n \ ' . ' 

Jo . . . 

f l 

Différenlions n foÎ3 par rapport à a : il en résulte 

Ç 56 t . ?. . 3 . . . n ^ i 3 5 a a — i i r. 

, Jo (f , + w)' N " ’ r— 2 ' 2 ’ 2 2 ' a’ 

fl 


et, par suite, 


_ i.3.5... {-m — i) 


■ «/ 




2.4*6. ..2// «+■•' 

la J 


(•) f 

, ./o ^ • 

a° Soit f = ■ / 

Jo . " 

Si l’oti différentie les deux membres de cette égalité n 1 

fois de suite par rapport à a, on aura v 

J f* CO ' 

I K~ aI .J'-'dx=.l .2.3. . .(fl — l)«-", 

l» * 

ou bien ’ . ‘ ; . 

{ 2 ) / dx — 

Jo 

46S. Ce dernier résultat subsiste quand on remplace la 
quantité réelle a par l’expression imaginaire a+-b <J— 1 , 
dans laquelle la partie réelle a est positive. 

En effet, on a 

J" e-U+iS-Jj: dx _ — 




n 4- b \j — 1 
— e~° T ( cos bx — sj~\ sin hx) 

a -h b y' — 7 


-hC, 


Digit 
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et, par conséquent; - , 

f .er-b+t'tt'dx c= . 

J o . a -I- b y/ — i 

Si maintenant on diflerenti e cette égalité n — i fois par 
rapport à a , on aura 


■ Jo : . . . u + w— r 


ce qui est la dernière formule du n° 464 étendue au cas 
où « est imaginaire. 

466. Cette formule fournira d’autre^ intégrales, au 
moyen de la séparation des quantités réelles et des ima- 
ginaires.. Posons - ' , 


b \J — î = p ( cos 0 \J — i sin 0J, 


c’est-à-dire 


P = \W b 3 , cos 0 = , sin 0 = — 

\/ti 2 -|- b 3 t \Ja 3 -f- b- 

fa dernière équation devient 

• - J* c~“ (cos bx — y/— isin bx)x"-'dx . 


r ( n 


f 


—'(cos «0 1 — ^ — i sin 7i0), 


(4) 


équation qui se partage en deux antres' 

U r* rln) . 

J t’ - ".r’ ,_, sin bxdx '= — ■ — - sin«0, 

Jo... P" 

J f 01 r(«) 

e~ aI x"~' cos bx dx — — - eosn 0. 

o ■ . • P,’ 

* ♦ ’ / 

Notre démonstration suppose que n est un nombre en- 
tier; mais ces formules subsistent quel que soit n. 

‘ t 

INTÉGRALES nÉDÙITES D'AUTRES INTÉGRALES AU MOYEN DE 

< ■ . . 

l’untégration sols le signe. 

467. L’iulégralion des intégrales définiés par rapport 
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aux constantes qu’elles renferment lournit encore de nou- 
velles intégrales. Ainsi, soit ■ *. . 


£ 00 


0X cos b.trlx — 


a‘ -f- 6 1 


intégrale qui se déduit de la dernière formule (-466) en 
faisant n = i. Il en résulte, c étant une constante moindre 
qnert, ’ . 

, , C a ada 

I ila I f~ 0, rns bxil.r — I ■— 

Je Jo Je • 


Mais 


J /»/» /»cc r* cc na 

f da I c~ al casbxdx = I dx I 
c J o Jo Je 

- f*CZiz 

J O ■ * 


e~ al cctf> bxdu 


cos bxdx ; 


«l’un autre côté, 


r* 


a . ada i | a' 4- b 2 
-I- b‘ ■?. -c 1 -f- b ’ 


Donc 

J C X e~ cz — 

f — 


1 -f- /j j . 

cos ü.c dx — — I — • 

2 - c* 


468. Si l’on fait h= o, on a 
( 2 ) f * dx = l-- : 

. Jo * . • f 

• • a* * 

On obtiendrait encore cc résultat en intégrant relative- 
ment à a, entre les limites c et a , les deux membres de la 
"formule 

, > . • 


c~ aI dx — — • 
a 


X o 

■409. Par le même procédé, de la formule 

r 

► Jo 


■“• r sin bxdx = 


«M -é 3 ’ 
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ou déduira 
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bdn 


J f a . r*-x> s*.a 

du I e~“ x sin bxdx = / — 

c Vo Je " 2 

a c b [a — c ) 

= arc tang y — arc tang y — arc tang 


b 2 -i-’nc 


Mai$ „ 


r a p *9 z* 30 f* a 

I da I «-"sin bxdx— I d.r I sin bxe~ al da 
Je J O J O J e 

J Ç' Ji £ .-« _ - • 

I — r SI fl bxdx ; ' • 

0 •* 


donc 


(3) r~ 

Jo 


■ , . b (a' — c ) 

— sin bxdx = arc tane -7- >• 


470. Si l’on fait a — cc , c= o. on a 


(4> ■ • . r : 

» , Jo 


in bx 


clx = - , 
.x 2 


pourvu que 4 soit ^>o. Si l’on avait 4 <^o, le second mem- 
bre serait — Cette intégrale présente donc une disconti- 
nuité remarquable : constante lorsque 4 varie en conser- 
vant le même signe, elle passe brusquement dé — ^ à ^ 
lorsque 4, en s’évanouissant, passé du négatif au positif. 

EMPLOI UE CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES POUR LA 
DÉTERMINATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 


471. L’intégrale 


A= fV 

Jo 


~*'<U 


a été déterminée par M. Poisson à l’aide d’un procédé 
très-remarquable. Si l’on change x en y, on aura encore 


.* f ■ -.c. 

J O 


Digitized by Google 



rnENTK-Hi] îTiÈvrr. leço n '. 


?7 


et, par suite, 


}*ao \ /»so • * /*oo /»sq « « • 

A‘=l e-^'dx.i e-r'dj= / f tr-’^dfdy. 

%) O «/O ' «/O vO 

Soient maintenant trois axes rectangulaires O 'x, 'O y, 
Oz et ‘ \ . 


• y 



. .7 = O) z-e'-*, 

les équations d’une courbe 
située dans le plan zOx. 
Si cette courbe tourne au- 
tour de Taxe Os. elle en- 
gendrera uns surface ayant 
pour équatiôn 

z?=e-* l ~T\ 


et l’intégrale- doitbje 


n * CO - 

cr*'—r'dxdy • . ' 

► . * ' 


représentera le quart du volume compris entre la sur- 
face et le plan xOy. On peut, évaluer ce volume en le par- 
tageant en .une inimité de tranchçs cylindriques dont Oz 
soit l,’a*e commun. Là tranche terminée aux surfaces qui 
ont pour rayons r et r -+-'<//• est égale à sa base ar.rdr 
multipliée par sa hauteur z ou e"','* : Ort a donc 


d’où 

(«) 


i Z’ 00 . i 

A? =: -7 I c _r * X 2 re rdr— — tt ; 

. 4 J n . • ... . . v 4 


A = — \Jir. 
2 


472. Un procédé analogue peut être employé pour la 
détermination d’autres intégrales.. Supposons que l’on ail 
a évaluer • • 


X vd r* -O 

I A x, y) dx - 

Jo, 


Celte intégrale représente la portion située dans. l angle 
II. 2 e édition . , 2 
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p ~7y x 
s 

s 
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• " 

des coordonnées positives du volume compris -entre la 
$itrfaqe qui a pour édnatkm * ' < 

• . «e- >®9- • *=/(.*, y.) 

et le plan xO.j. Décomposons 
ce volume en éléments - infini- 
*! Oient petits du moyen des plans 

*OS, .sOR menés par l’axe des z 
et des cylindres PQ, RS ayant , 
O z pour axe commun. Si l’on 
t • pose ÔP. — r, POx =■ ff, le * 

prisme infiniment petit MPQRS ayant, pour b‘ase le 
rectangle PQRS rdQdr r et pour hauteur 
. z=f[x, j)x=/(rcos0,./-sin6), 

aura pour volume 

• . . \ ' , ‘ . • « V • % w . * • r . - 

, rd, B drf{ r gûb- 0, rsiiiô). 

L’intégrale proposée pourra donc être remplacée par la 
suivante • ■ 

# , 

■I \ l /'(rcôsQ, r&in9).r^6dr, 

» ; . - Jo J o . ' ’ ‘ • ' ■“ 

dont la valeur sera quelquefois plus facile à trouver. 

. , ■ >0° . | _ ... - 

473. L’intégrale f e~**dx. — _-\r. conduit à Ma sui- 
vante ' , • 

0») ; 

En effet, 

/ <so : • •/»<> ... /»* 

(T'Vfa: = I. J Y~ x '(lr 

?d6 «7— oc > •/ O 

Si i;on change X eri'—*,x m , on a 

• . * * no j 

J er&dx = I tr ** dx = - y tt ; 

. a/— 00 " «/O • * * * 

• - /» cc _ 

(Jonc. • V I c-*àr. =5 * 

’,**’*•' . • * «7— » * ' *'• . * 


X CO • 

e~ t> <l.c — y n . , ' ■ 

• oc 
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474. Plus, généralement, si / une fonction paâi'e 

de j",' ç’est-à-dire uriefonction telle, que l’on ait identi- 
quement — #), on atlra ' 


f* f(x)dx = i P j\*)dx. . ... • 

J— OO ' . ' • Jo 


En elle! , 


f f(x)ilrz= ' C /(x)d.r-h f f{r.)dx. 

• ' ■ J — CC * . - J — 00 J 0 ■ • 


liais 


' '" /» O ’ » y» X ••,/*»■ 

. J' = J I f{r-x)ilx~ J 


donc 


C ,f(x)dx =2 f . ■/( î) dX. ■ . ' 

«/. — 00 - */o , V, » 


On prouverait de fa même manière que si jf'(r) "èsl 
une fonction impaire,- c’est-à-dire si Jf( — .r) é= — / (#), 
on aura 

. • • • ./•» '• • 

; • - ■ f /ct),ix= o.’ • ‘ • ;• 

47o. Si, dans l'intégrale ( 2 )', on remplace x par x\f(t, 
on aura t • ' ‘ - 


(3) 


/’ - 

J — srç 


- ax * dr — Xt- 

■' V ■ \/n 


. En dilîérenliant x'clte dernière équation // fois de suite 
par rapport à a, ou aura *■ .. . 

. 1 .3. ‘5. . . i'*n — 1 ) '. •' 

' «/ — CO 

et, si l’on ‘fait n = 1 , * . 

r* , *•' 1 . 4 . 5‘, ..(?.»•— 1 ) 

f S*) I ' e~‘ x H dx — \Jtt • f-* — - — ; — . , . 

a . .-L~ • 
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* . • • ■ ■ \ ' • ,'r . * . , ’ ’ . - 

476. En ^changeant x en x-t -a dans Inéquation ( 2 .), 
elle devient . ’ , 

/fO 0 

(6) • T ‘ r( l4 ‘>Vx= y/w, . 

*/ — G» ' , _ , • ; ; • * • ’* 

,/*oo ^ ♦ . • • . 

ou. ,■ .. /'• r I, -“'rf4i=«* , ,vV, -' 

*4 — 00 • 4 - ’ ... * ’ » 

Mais on a ' • » • . - ' . . 

* . * * ,* * i * 

X OC * /»«) 

• e -zl-z,r (!x _ I «.-«•(e-M*) rfj; .( 

••GO * V — c/3 , ■ • # 

• •* . . ' . . * /■» ce * ^ 4 

• •' • -, = / r ,, (c”'+r*)(ii| .. 

«- Jo y ‘ *•*%■*.. 


donc on aura 


(7) 


Z 1 00 

.* J c ' 

•/o 


** (<??" 4 - e-*"-). dx_ =± (fl' \ji r. 


• Les deux membres de cette équation peuvent être dé- 
veloppés en séries convergentês , suivant les puissances 
entières et ascendantes de a, et comme l’équation a lieu 
pour toutes les valeurs .réelles de <ï, les- coefficients des 
mêiiigs puissances de a doivent être égaux dans les .deux 
membres; d’o,ù il suit que l’équation subsistera si l’on y 
remplace a par une expression imaginaire. En posant 
a — i,- d’où e lax e~ tax ~ acos 2 «x, elle. devient 


(Ô)- 


f 


e~~*' cos la. 


iaxdx — — p \fït. 


Ainsi le passage des quantités réelles aux imaginaires" 

■ peut faire découvrir de. nouvelles intégrales, comme on 
. l’a déjà fait remarquer au n° 465.' 

- INTÉGRALE OBTENUE A L AIDE D’uNE ÉQUATION 

' . DIFFÉRENTIELLE- 

477.' Un autre procédé consiste à fermer, entre l’inté- 
grale proposée et l’uile des indéterminées qp’elie rén- . * 
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ferme, une équation différentielle qu’on puisse intégrer 
âoit, par exemple, . . f 


\iuxdx. 


On 


' * *’• \ 4 /»oô * . • * 

, ’/v u I r~** v cos 2 

'• ' . * 

t a *•; ‘ ‘ ‘ ’ 

y . , . . • 

du y®. . • , . y® , ‘ ■ 

«• ^ Jo * . .*■ • J, ; . • 

* ’ .. % • 

Efï intégrant par parties et en observant que sin %xx . c~*’ * 

est nulle aux deux limites, on aura . 

du 
di 


du . r® 

— — — ,/ e~* coSKxx.zudx, 

rf “ Jô 


, , du du , 

c est- a -dire .. — — — iau, ou — = — 21/ia ; 

' ' . «a ’ < /t 

d’où ' . ux^Cé~ 

Pour déterminer C, on fait a = 0 ; alors 


• /»» j • 

« = I c~ z ' dx =s — y^r “ C ; 

- ' ' i/o ? 


donc 


• ••• . - ’ ■,.< 

• ' 1 e wr> cos2ax(/x — e “ »/jr. 

Jo ? 

t » 

. ' • ■ . » . • • * 

- ■ ••• Exercices. 


) ‘ ' 


\. Démontrer la formule 

î,V m 


. r u, 

Jé . \ «/ " HI + 1 A X ."‘J. 

ti en déduire la première de ces intégrales quand m est Un nombre 
entier. ■ * 

, . , • • 

2 . Démontrer la formule 


n / « N 

y“- a» , 

1 a n \~< 3 n / 

• y - 1 


1 , 

r n + 1 

\a»-t- 1 / • ’ .m-\- 1. \ 

3 /î’ — { — 1 / ' 



ras- particulier de 11 = a. 
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O 

StJFFK DBS iNTÉGRALES .jpÉFIXfES. - INTÉGRALES 
EüLÉRIENNES. 

. * * , > ' - ! 

• * 

. Formule fondamentale. Applications. — Développements en séries. — 
Des intc£ralefc çulcriûnnes. — Définition. Propriétés des intégrales 
de première espèce. — îtéTatious entre le» intégrales /eulértcnnc*..-r - 
lutégrales multiples qui s’expriment à l’aide des fonctions r. — Appli- 
calions aux volumes et aux centre^ de gravité. . . • ' * 

• , * . . . * • i i 

#>• » r * # * - 

MÉTH.ODE DE M. CAUCHY. FORMULE FONDAMENTALE. 

47 H. Soient z une variable imaginaire, r son module 
et p so» argument , en sorte qu’-on ait 

, z — r [cosp -+- ^ — i sin/ 2 ) ==! ref^~'. . 

Soit >f [z) une fonction de z qui resté finie et^continue, 
ainsi que ia dérivée, pour toute valeur de z dont le mo- 
dule r est inférieur à une certaine limite R. Supposons, 
en outre, qu’en laissant le module constant et en faisant 
croître l’angle p d’une manière continue depuis nue 
valeur quelconque a jusqu’à la valeur cl -\- qiit, la fonc- 
tion reprenne, pour p = tx 27t, la valeur qu'elle avait 
pour p=za. Cette condition, que M., Cauchy omet dans 
se,s énoncés, friais qu’il suppose dans ses démonstrations, 
iv’cat, pas toujours remplie quand la fonction f{z) a 
.plusieurs valeurs différentes pour urte même valeur de z. 

..On ne considère ici' qn une des valeur? de f(z) et- la va- 


leur 

correspondante de sa 

dérivée. . 

C< 

•la posé, je -dis qu’on 

a la formule 


1 

/» « H- i Tl . 

(I) ' 


/ /(WP, 

« ' v • 



. ’ r . . 

ou 


I . ><!,>, -V 

« • . 


pnm tout module t jnoinrfrc (/tic R 
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Eu effet, 2 étant une fonction de r et de p si l’on drf- 
férentie f(z) tour à tour par rapport à r et à p. an aura 

- : ; î 


pt, par conséquent,' 

- • ‘ . , df z) 


i ilf.(z) 


Ur 


•> 


Comme, par hypothèse, f'(z) reste finie et continue 
pour toute valeur de z dont le module èsl moindre que R, 
la même propriété appartient aux deux membres de cette 
dernière équation. En les multipliant par dr\dp, et les 
intégrant par rapport à-r depuis zéro jusqu’à r, et par 
rapport à p depuis a jusqu’à « -t- utt, on a . ; 

r*”+ r^L 

' J a dr '..J o . d p 


'or 


et puisque 


. r df{ z y . .. 

*• J dr =./(*=) —/{O-h 

• . * t‘ 

» # i* 

' i, ; ; 


on a 


Jf " 7 dp = /fw ( “ + J ^/(re^~) . 

Mais le secoud membre est nul- par .hypothèse ; par con- 
séquent .... *’ . 

' r dr ' f*+ï*.<lf(s) -, . V ’ • . 

• ... Jo — iVet dp • ... ■ 

et , •[/(»)■— 1 /i(°)l#? = o; 
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* . ' . '\ r p et -+- Att /Sa-fc-'-J» ' / v 

donc f[°) i . . dp — j f{ z )dp< 

J a # t/a ' . * /* 

OU , . ' 

j /•* + «« 

(!) /(°)= — / , f{z)'lpi 

a7r /« 

ce qu’il fallait démontrer. . 

479. Si f{z) ei /'(z) restent finies et continues pour 
■ toutes les valeurs dé z dont le module est. compris entre 
r et p, en appelant £ la valeur de z qui a p pour module^ 


on aura 


■ ■ • /» a H- a TT • * , n a. -\-nt • * 

• "■ * : .fb)dp= / . /(n) d pt * 

. . J a J a. 

n . • 

ainsi Ta valeur de f ... -/(z) dp e9t indépendante du 

• v* '.}• J . 

module r, ce qu’oit vérifie en différentiant cette inte- 

grale-par rapport'à r (451). 

’ -480. Eu faisant a — q dans la formule (I), on aura 

HH. ; / f dp, . ■ ' 

et si l’on fait ensuite « = — an et que l’on cfiange p 
en — p, on aura • • 

/c °y~^- ( /(**■*' *-'\dp- 

> a,r /o 

‘ , . * *. * 

■ • 481. En remplaçant /"(z) par f(i+ z) dans la for- 

- mule (I), on én déduit • ... f 

1 . . . l . ' 

‘ T /'a-4--27T • r • 1 , 

(III) ' £(*)■=*-- / .{{*^rcP''-‘)d P ; • 

. ' . " j SC . 

, ' •. \ # / • 

car on a f[ o)"= f (zt) . Ainsi une fonction f (x) d’une 
variable x , réelle ou imaginaire, peut être représentée 
par une intégrale définie, pourvu .que f(;X -f- re r> ' , ~' ) reste 
finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour la valeur at- 
.. tri buee à-/' et pour toute valeur, moindre," et que cette fonc- 
tion reprenne la même' Valeur quand p .augtncule de 2 7T. 


Digitized by Google 


TR£KTK-RET>VIÈME I.EÇObT, 


a5 


APP^ICATIOWS. __ , . * 

482. Les formules précédentes donnent les valeurs 
d’une classe nombreuse d'intégrales définies. Prenons 
d’abord . . ‘ v < '• . 

... . V 

/(*>=' 


Z 


Cette fonction et sa dérivée deviennent infinies pour r, 
valeur dont le module est -r= i«, mais elles sontlinies êt 
continues pour loifle valeur moindre que i àttribuéé au 
module. On peut doue appliquer la formule (II) qui donne, 
pour r <^ !,'• •: . .. • . . 


(>). 


ou 


2 * Jo ' — « 

« * • - •» * 

;* = -r*— — - 

Jo i — rcos/> — y/— Trsfù p ’ 

~ J* £ cos/? -f- ^/-v. 1 r sin />) 

»/o ' I— 2/-C0S/J + 




€i.j. eu séparant les parties réelles et les imaginaires. 


N 


) c/O — *** 

J nlx 

o '• 


— rco$p )etp 

rcasp+r* 
sin p dp 


i .« 


: 2H, 


/ ' » ■ — 1 rs o . * * 

i — 2rcos p r 2 • 

Cette dernière formule est d’ailleurs évidente, puisque 
les éléments de l’intégrale qui edrtespondent à des valeurs 

de p, dont la somme est- arc sout égaux et de signes con- 
traires. 

483. Qu trouve directement la formule (i) en obser- 
vant que la fonction -L- peut être développée V upe 
série convergente quand lé module.' de ^ * est moindre que 
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l’unité. Eû effet* dansée cas, 

• ‘ 1 


• » + z -+- a 1 + a 3 . 


V i — z 

d’où résulte la série convergente 

>3'7t /iJI 


r-%~ r v+ r^ r%, P , + ..,. 

f/o * “ */o ' ' i/o 

♦ * ^ ’ » * '* *• 
7T . » 

f rf/j = 2r, , 

t> ; • . 

, ' - * • • ^ - • 

et,* d’ailleurs, poür tout exposant positif différent de zéro, 

•• f ' • ' _ » - • % . # x ✓- 

y* 2 TT /*27T ... « 

I z a dp — r n / cijj = o; 

•/ O * . «/O ... 


donc 


' ' / C 2 * dp 

I =~ ’IIC. 

■' X * 


• 484. Faisons dans la formule (JI) y (-*■)= o"’,. Cette 
fonction, ainçi que sa dérivée, est finie et continue pour 
toute valeur de z et n a- qu’une seule valeur. -On a donc, 
quel que soit le modulé r, . • '■ v ‘ *• * 

. * . (•'*11 

(3) I = - — 1 e f r ^P-»-’-'"‘ la Pdii, 

.* ‘ ' •. 

d’où l’on tire, en faisant *//•—/> et en séparant, les (Quan- 
tités réelles d’avec les. imaginaires; 


(4) 


i ./•« , 

1 i , cos {luin p) dp = 2.7r, 

U '' 2 *! 

' C *c»srsin (é sin p) dp — o. 


485. Soit encore • . ” 

/(*) ==1(i— -z), ci’oii /'(») = 




La fonction et sa dérivée deviennent infinies 'pour la 
valeur s =-i dont le modulé est i. Il faut donc, dans la 
forniule (H), supposer r<^i . bailleurs, en faisant croître/» 


• Digitized by Google 



” TRENTE-1TETJ V1ÈME LEÇON t 1 '} 

'd'une manière .continue depuis une valeur quelconque a 
jusqu’à la valeur a 4- an, la fonction. 1 (i — z) reprendra 
pour p = a 4- a » la .valeur qti’elle avait pour p — x. . ’ 
En effet, posons - » » ■ .. . 

i — .s = i(cosO + V — i.sin 9) ' 

jt et 0 seront déterminés par les équations 

• ■ * ■ ■* < 1 

pcgsO = i — rcosp, 0 sin 9'= rsinyj;- 
■ on en déduit • . 


cos 0 


P — -h s / 1 — 2 r cos p -+• , 
1 — rcosp 


sin B = 


r.sin p 


. yj 1 — a/ Oos/A-t- r‘ .. ^ 1 — arcos/a -4 r 7 . 

On" connaît dofte cosS.ct sin 9 en fonction de p. Si l’on 

» « 

donne h-p.utic première valeur arbitraire a, on a, par ces 
formules, la valeur dé cos 9 et celle de sin û auxquelles 
correspondent une infinité de valeurs du l’arc 0. Clioi-r 
sissons à volonté une de ces valeurs que nous désignerons 
par 0 / Eii faisant croître p d’une manière continue depuis 
a jusqu’à a-f- ; 27t,, les valeurs de cosS et de sinO Va- 
rieront par degrés insensibles, et redeviendront,. pour 
p = a 4 - 2 7tj égales à leurs valeurs* initiales pour p — a. 
■Par conséquent, l’arc 0 variera aussi, d’une manière con- 
liiitie à partir de sa valeur ini'liàle, S qui correspond à 
et quapcT/> atteindra la limite supérieure a -f 1 
9 sera revenu à sa valeur initiale 6,' ou bien il en différera' 
d’une ou de plusieurs circonférences. 

Mais si Pou suppose r < ^ 1 , je dis qu’on aura 0 =■ G pour 
p = a = 27 t. comme pour /) =«; car la formule 


cos 9 — 


1 — r cos p 




- cos p 


fait voir que si l’on a r<(] , cos0 reste positif. pour toutes 
les valeurs de 1 /;. Donc l’extrémité mobile de l’arc varia- 
ble &, mesuré à partir d’une origine tixe sur uq ce télé, se 
trouvera toujours dans le premier ou dans de- qui tri unie 
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quart de Cerclç, et puisque sou sinus et son cosinus" re- 
prennent pour p -f- 2 tr leurs Valeurs pour p =± a, 
'l’arc 6 lui-mème reprendra pour p = a -+- 2 ït la valeur G 
qu’on lui, avait assignée pour p = a. . -, • 

'Ayant posé * 

, i — 3 3=p(cqsô 4- y— -isinO) =; 

on a j I(i —*=)== 1 p» -J- Oy^T, 

et la formule (II) nous donne * 

(5)' o= f (lp-t-.0v/— i )dp, * 


équation qui revient aux suivantes : * 



p 2 ? « » ; 

/ 1 ( V i — t" 2 >eos p •+• r* ) </p 

Jo , j 

r 2îT - — rsinp . . 

I .arc lane — — dp = 

* i— rcosp 




'•’*# ' ' • ' ' V • ■ * 

• DÉVELOPPEMENT DES FONOTIOfiS. 

* r . ’ % ' \ 

• • } • * 

Î86. M, Cauchy a fait servir la formule. (I) audévé- 
loppemerU des fonctions en série, et il en a déduit les con- 
ditions sous lesquelles ces développements sont conver- 
gents. Il'est arrivé ainsi à ce théorème remarquable : 
Une fonction F (x) d’une variable x, réelle ou ima- 
ginaire, peut être développée en -série convergente sui- 
vant les puissancés\e\itières et positives dé x,.t(int que le 
module de x est nloindre qtie celui pour lequel la fonction 
ou sa dérivée première devient infinie ou discontinue. 

. D’après ce théorème, pour la démonstration duquel 
nous renverrons, aux ouvrages mêmes de M. Cauchy, les 
fonctîons. 

c*, sin.r,. irr 1 ’, çoS(i — a: 2 ), 

et ieairs dérivées -premières, ne cessant jamais d’être 
finies et contiues, serout toujours développables Suivant 


2 9 


TRENTE.- NEUVIÈME LEÇON. 

les paissances ascendantes de x. Mais les fonctions 

I 'X ' * • 

— — ». - i » l(i — *), ' are tangx, 

\ — x 

et leurs dérivées, cessant d’être continues quànd le module 
de x devient égal à l’unité, ne seront développables que 
si cc.module est moindre que l’unité. Les séries ôbtenues. 
pourront devenir et deviendront en effet divergentes si le 
module de x surpasse l’unité. y . 

- ' . y v i ‘ . '• • ( 

' Enfin les fonctions lx, e x , cos- devenant diseointfnues 

* X 

avec leurs dérivées pour x = o et par conséquent lorsque 
le module de x est 'le plus petit possible, elles lie seront 
jamais développables en séries cdnvergçntes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de.X. . • 

* •’ ' ’ *i • 

48^ Les dérivées des fourrions que nous venons, de 
nenyner deviennent. infinies et discontinues en même 
tçmps que ces fonctions. S’il en était toujours ainsi, on 
pourrait, dans l’énoncé du théorème général, omettre la 
conditiou relative à la dérivée première; mais on ti’apas, 
à oet égard, une certitude suffisante. 

* Z ■ * , • ,* 

DES INTÉGRALES EULÉRIENNESi. 1 — DÉFINITION. - 1 - PROPRIÉTÉS: 
DE l’iNXÉGRALE DE PREMIÈRE ESPÈCE. 

» ' ’ • •• ' 

I ' * '.' f ’ 

. 488. On nomme intégrale eulérierine rie première es- 
pacé et l’on représente par B (p, q) l’intégrale 

(0- 

dans laquelle p et q désignent des nombres positifs. 'On 
verra, comme dans une autre occasion (460), que l’inté- 
gralè précédente aurait une valeur infinie si p ou q était 
négatif. ’ . 

On nomme intégrale eulérierine .de . seconde espèce 
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l’expressiôn déjà considérée (400,1463) * ■ 




dz. 


489. V intégrale de première espèce, peut se mettre sous 
’ une des deux formes 

• ' s i. \ • 

••a 

sinv~' Ocos 3 ? -1 OdO, 

*> »• ’-xrv 


r x yf-'dy ; f'' 1 

Jo ti + ;r' jo 


tm,}K)sant x’= dans le premier cas, x=*in*5 dans* ^ 

le second!. ’ • ' 1 , * 

■490. X’intégraie de. première -espèce est une I onction , 
symétrique de p et de q\ car si l’on pose X — i ~.)V c ° l a 

-Bip, 7.)= f 

[. do 'y 

On a donc . ... 

(a) ‘ ' > M/’t V) = B(q r p). 

4.91 . On peut diminuer d’une unité chacuh des expo- 
sants p et q. .Car, eu intégrant par parties; 011 a ’ 

I — ( 1 —x) rfx 

q q J ' . ■ 


j'xf (l — Æ')î“ l fl 


1 dx — 


fxP-tÇ, - f 

q q J > ? J • . . . 


donc,. en prenant pour limites O et 1 , 

B(/> + t, q) =c.^ B(/>, 9) nr + ». ?)> 


d’où 

* > * •* . » , .* 

(4^. B.(p + i , q) = 

on itura de môme 

( 5 ) ,à'(p. <7.4-0 = 


p -‘f q 

q 


P B (p,.q); v 

\ 

f 

B {p, q)- , v 


P 4- q 
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RELATIONS ENTRE LES. .INTÉGRALES DE PREMIÈRE ET DE 
SECONDE ESPÈCB. 

492. Toute intégrale de première espèce peut s’expri- 
mer au moyen de deux intégrales de seconde espèce. 

Eu effet, si dans l’iutégrale T ( p ) on change x.cp-y*, ' 

on aura , 

* * . • * ^ • 

‘'T(p)—-j. J' e-r'y’P-'dy. . - 

* * V ' "* OC * V • * 

‘ On aura aussi r(ÿ )=2 I ' e~ z ' x't~' dr\ 

' * t/O . 

' /»CO /»0C ► J 1 • - 

donc r*(//)r(ÿ) = 4 / J x'i-' y-P-' d.r dy, 

Jo ■ Jo 

• * 

J.e sçcond membre représente le volume compris feutre 
la surface qui a pour .équation '* • • .. , 

Z ■= e~*S. x^-' y I P-' ’ r 

et les plans coordonnés ; en prenant des coordonnées • 
polaires r et 0, ce volume sera encore représenté par- 

a. * • . . 

t . r • * 

• y* 2 * .* /»«, •» 

2 1 9in 2 / , “ , Gcos , ^‘ Ôr /0 ><i 2 l .c” rS r.'P' ¥i, i~ x dr. 

... Jo . > *Â> . • * . 

• •’ . , » ■ ■ • 

Or'le premier facteur esr'égal à B(p,< 7 _) (489), et le 

' 1 second à T (p -F- 7 ) -; on a donc 

r(/>)r( ? jr=B(;, >7 )r(/,-M), 

* d’où •; 

493. Si dans le premier membre de l'équation précé- 
dente on pose x = - 5 on aura • 

" ' \ . 

Ç a nP-' („_«)?-' du r(/>) i’(< 7 ) 

X ^ T ~ Y(,J H- q) ' 


, Digitized by Google 



32 

d’où 

<*) 
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J ' Hf-' { a — u)i-'da = af + t 


r(/>)T( ? ) 
r{p -+- î) 


' '■« ' . - j * , ( 

* INTÉGRALES MULTIPLES QUI S EXPRIMENT À L AIDE DES 
' FONCTIONS T. 

491. La foripule ( 2 ) est un cas particulier d'une for- 
mule plus générale au moyen de laquelle ôn exprime par 
des fonctions T l'intégrale multiple » 

J JT- • • æP ~ 2 r_l . ..t(a — x — y — z. . .) ,_l dxdydz . . ■. , 

étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z,.-.. , qui 
satisfont à l’inégalité 

» * * ' 1 . • 

/ . " x -h y -|-a -t-, . . <C«. 

Eh effet, soit, pour fixer les idées, l’intégrale triple 

‘ a ' ’■ na — x ?-* a — X—J 

A— / xP~'dx I y 1 ~'dy I . 2 r— '(a — x— y-r-zy~'dz. 

•J O v O • «/û , 

J’intègre d’abord' par rapport à z, et j’ai pour- résultat 


.. (« 


-y)r+‘-\ 


1 r( r -+• s) 


Multiplions par yi 1 dy et intégrons par rapport à y 
depuis y = o jusqu’à y a — x, nous aurons 


ou 


(a — x)» 

(a — x)i + 


r( 7 ) r(T^-i) _ r(r)r(i) 
r (<7 -t- r -M) F (r ■+■ s) ’ 
- r (y) r(r)t\s) ' 


Enfin, multiplions par x F ~ i dx et intégrons de x = o 
•à 'x = n, il vient 

, ■ • ‘ r(n) rfo) r [/•) r(.ïj 

II) ■ A = aW +r+, - i ■ - , ■■■■ ■ — ■ 

' • ■ r {p -t- r/ -y r -y s) 
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Si dans cette formule on fait 5 = 1 , «?= 1 , on aura 

r (/*) r (^) r (#-> 


/// 


xP~' y1~' a' -1 dx dy dz : 


r (/> -H q -+- r 1 j 

l’intégrale étant prise pour toutes les valeurs positives 
de x, y, z qui satisfont à l’inégalité , 

,x+j + = <l. 

195. De là on déduit la valeur de l’intégrale 
B = j C J xP-'j-l-'z'-'dxdy itz, 

étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z pour les- 
quelles la somme reste inférieure 

ou au plus égale à 1 . Car en posant > 

(*)'- (t)'-'- 

l’intégrale cherchée devient • 

avec la condition £ -t- Y! -+- £ < 1 . Donc 


(*). 


a? bit? 


/ p\ ! a\ 1 r\ 

r -1 r £ r -) 
W \P/ \ 7 / 

‘ * h ^k4' 


APPLICATIONS A LA RECHERCHE DES VOLUMES ET DES 
CENTRES DE GRAVITÉ. 

196. La formule (a) permet d’obtenir le volume compris 
entre les plans coordonnés et la surface dont l’équation est 


GMîM;)'- 


Par exemple, en faisant 0 1 — fi = y= 2 , p = q~r=x 1 , 
l’intégrale désignée par B (495) représentera le volume V 
du 8 e de l’ellipsoïde dont les axes sont aa, 2 b, ac. On 
II. l'édition. 3 
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aura donc 
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, y _ abc r(iy . 

mai» («!).. '(ï+.)=;r(2)=|r(l), . 
d’ailleurs (492 , 471) 


r (j) = ï i V "‘ Ir=v '' i 


donc 


V = 


r abc 


497. Si I’oh demande les coordonnées x 1} y t , z, du 
centre de gravité de ce volume, il faudra prendre la formule 

-=/// x dxdydz, 

et l’on aura, en faisant a = (3 = y = a , p = a, q = r== i, 
a'bc r(l) r(ï) J ita’bc 4 

^ = -8 FI3T" = ~T6-’ 


d’où 




on trouverait de la même manière^, = g b, z,= 


EXERCICES. 

\ . Démontrer la relation 


n — i 



n désignant un nombre entier et positif. 

T T»r(# 

Jo (* + 4)*** ' r(rt+4y 
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, QUARANTIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES 
ET DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


Condition d'intégrabilité et intégration dans le cas de deux variables. — 
Extension an cas d’un nombre quelconque de variables. — Équations 
différentielles. — Détinitions. — Équations du premier ordre. — Sépa- 
ration des variables. — Équations homogènes. — Équations rendues 
homogènes. ' / 


CONDITION d’iNTÉGRABILITÉ DES FONCTIONS DE DEUX 
VARIABLES. 

* 1 I 

498. Intégrer une expression différentielle de la forme 
Mc/r-J- N<^ -+- Vdz . . . , c’est chercher une fonction 
de x, y, z, . . . , dont cette expression soit la différen- 
tielle totale. - • . 

Une différentielle relative à une seule variable a tou- 
jours une iutégrale (I, 320); il n’eu est pas toujours 
ainsi d’une fonction différentielle de plusieurs variables, 
et certaines conditions doivent être remplies pour qu.’une 
telle expression soit la différentielle totale d’une fonction . 
En effet, si u =f[x, y), on a 


, du , du , 

du — — dx dy. 

dx dy 


et 


4 : 

dy 


d T 
d y . 

dx : 


mais si l’on désigne par + la différentielle 

totale de la fonction u, on aura 


donc 

(I) 


du 

M = ^’ 


£M 

dy 


N--- 

dy' 


dx 


3. 


b 
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L’expression M dx N dy ne pourra donc être intégrée 

si cette relation n’a pas lieu. 

490. Si la condition (I) est remplie, M dx-f- N dy sera 
la différentielle totale d’une fonction u. En d’autres 
termes, il existera une fonction u telle, que l'on ait 

£=m, *=»: 

• dx dy 

En effet, cherchons, si cela est possible, une fonction u 
telle, que l’on ait 

(i) du = Mdx + fidy. 

La fonction cherchée, devant avoir Mdx pour différen- 
tielle par rapport à x, sera égale à l’intégrale de Mtix 
augmentée d’une quantité dj (y) indépendante de x, mais 
fonction de y \ h sera donc de la forme 

u ~f Mdx + f{J r ) = v + f(^h 

et) posant v = / M dx. 

Il reste à déterminer (y) de manière que 

Or on a * 

du dv d f 

— + *y ' 

£=»-£• 

dy dy 

.dv 


d'où 


On voit par là que N — — ne doit par contenir x. 
On aura donc 

' ' ' 


dx 


— o. 


ou 


dN 

dx 


dv dv 

d — d — 
dy dx 


dx 


dy 


dii 

«r 
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* 

On retrouve ainsi la condition 

rfN _ £M 

dx dy 

si cette condition est remplie, on aura 

■ ,w= / (?“£)•* 

et, par suite, 

(a) «— f ~ ^:) f/ 7- 


37 


Exemple : 


du=\ i - — iL_i rf x+r— 

L* (* — 7 fJ L(* — r)’ 7 J " 


On a 


rfM 

rf 7 


*7 


rfN 


(x — j)> dx 


-/ 


M «te -+- <p ( jr) =1 X -f- 


r 1 


*— 7 


+ f(7). 


. I 


du dv dy 2 xjr — jr* dy x 7 

dy~ dy + dy~ (x — y) 1 + dy ~ (x — /)* y ’ 

d<t t ■ - ■ _ ' 

T = r -r r+ c, 

.=-£-+iïh-c. 

x— 7 7 


i . 

I ' 


EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

500. Soit 


c’est-à-dire 

on aura 
. du 


M dx -t- N dy -f- P dt — du , 


du du du 

— = M, — =N, — = P; 

dx dy dz 


— du du du du du 

dx dy dx dz dy dz 

dy dx ’ dz dx ’ dz dy ’■ 
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ou bien 
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dM_rfN </M _dt d N _ 
dy dx * dz dx * dz dy 

Telles sont les conditions nécessaires pour que la formule 
proposée soit, intégrable. 

501 . Réciproquement, si ces conditions sont remplies, 
la formule proposée est intégrable. En effet, cherchons ‘ 
une fonction u telle, que 


(«) 


du = tiidx ■+■ N dy -+- P dz. 


Puisque la différentielle de u, par rapport à x, doit être 
Mdx, on aura , 


-/ 


M dx + <f {y, z) = « + <p (r> *}, 


en posant v — J M dx. 

Maintenant il faudra que l’on ait 


c’est-à-dire 


ou bien 


^_p 

dy — dz ~ 


dv d<p_ de d v 
dï + d}-*’ dz + dï ~ P ’ 

— - ‘ii — v— — . 

dx dy' dz dz 


Or ij- et ij- ne doivent contenir quej - et z, par hypo- 
thèse 5 donc on aura 

4riL.'±^L 


dx 


dx 


= O 


ou 

(*) 


y/N 4M rfP rfM 


dx 


dy 


dx dz 


\ 
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Eu outre» la fonction y doit satisfaire à la condition 


d. d -l 

dy 

dz 


d. d -i 

dz 


djr ' 


on aura donc 


ou 

(3) 


dy 


dz 


rfN 

dz 


rfP 

dy 


Si les trois conditions ( 2 ) et (3) sont remplies, il exis- 
tera (499) une fonction ç dey et de z telle, que 


rf?= ( N_ $) rf/+ ( P_ S) rfz ’ 


et l’on aura 


> = ' + f 


502. La méthode précédente s’étend à un nombre quel- 
conque de variables. En général est le nombre 

des conditions nécessaires et suffisantes pour l’inlégrabi- 
lité d’une formule, n étant le nombre des variables. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. DÉFINITIONS. 

503. On nomme équation différentielle du n iim ‘ ordre 
une relation entre une variable, une fonction de cette 
variable et les dérivées ou différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu’au n iim ‘ ordre inclusivement. 

Une équation différentielle du premier ordre à deux 
variables sera* donc de la forme 


Ê)=°- 


En la résolvant par rapport à on aura une’ou plu- 
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sieurs équations de la forme 

dy 


dx 


= /( x t y) H >* M.dx Ndy z= o, 


M et N étant des fonctions connues de x et de y. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. — : 
SÉPARATION DES VARIABLES. 

504, L'intégration s’effectue immédiatement quand les 
variables peuvent être séparées, c’est-à-dire quand il est 
possible de mettre l’équation sous la forme 


on aura 


J*? (■*)<**= / f (r)«(r-t-c. 
C’est ce qui arrive si l’équation est de la forme 

. . 5 = »(*)♦(/)* 

on sépare les variables en écrivant 




505. Exemples : 


x m dx -+- y"dy = o, 
y n+ ‘ _ 




C. 

m + l n I 
2°, x i dy—{y + a)dx; 

cette équation revient à 

dy dx 


On en déduit I (y -+- a) — G — - 

C-i . . 

ou ; + « = f *. 

• r 

3® xydx = (n — x)(y — b)dy, 
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y — b . xdx 

~~ — *fy = — — • 


4 » 


d’où 

On en tire 

j 4 (a — x) - " = Ce* + r. 

ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 

506. On peut encore séparer les variables lorsque 
l 'équation 

(i) M dx -+- N dy = o 

est homogène , c’est-à-dire quand M et N sont des fonc- 
tions homogènes et du même degré des variables xet^. 
On a, dans ce cas, m étant le degré de l’homogénéité, 

L’équation différentielle, divisée par x"‘, devient donc 

(a) ^(x) rfr + + (ï)^ = 0 ' ' • 

Si l’on pose 

y 

— — z, d’où dy xdz -4- zdx, 

X 

l’équation (a) deviendra, en divisant para: [y (z)*f-z<|/(*)}, 
dx ■Sf{z)dz 
x -+ " ç (i) -+- tÿ(z) ~ °’ 

d’où 

< 3 ! '‘ + fîFFï%W^ c - 

507. Exemples. — i° 

(i) xdy —ydx = dx yjx'+y*. 

Cette équation est homogène et du premier degré. En 
appliquant la méthode précédente, on la ramène d’a- 
bord à 

dx dz 
x ^ 1 -H . 
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d’où l’on tire, en intégrant, 

lx = IC (z -+• ^ i 4 -«>). 


ou 


î + /l + a’ 

/ ce qui donne, en remplaçant z par - et en faisant dispa- 
raître le radical, 

(2) x* = 2cy-f-c\ - 

On parvient à l’équation différentielle (1) quand on ré- 


Fig. 110. 



sout ce problème : Trouver une 
courbe MNP Le lie, que le rayon 
vecteur OM soit égal au seg- 
ment OT compris entre l'ori- 
gine et le point où la tangente 
MT rencontre l’axe des y. D’a- 
près l’équation (2), cette pro- 
priété appartient à toutes les 
paraboles qui ont pour axe la 


droite O y et pour foyer le point O. 

2° xdx -\-ydy = 2 nydx. 


On trouve 


1 x -4- 


ÎT= 


zdz 


2nz -+- z 


,=c, 


\x ^l(i — 2 «z -f- z’) -| -J' 


ndz 


— C. 


2 riz z’ 

Quand n = i, cm arrive à l’équation intégrale 


(x — y)e x y = c. 

30 /^ = 7* 

En différentiant, on a 


ydx ^JlfÈL^±, 

X J 


équation homogène dont l’intégrale est 
(x 3 — 2/’)» = Cx 3 . 
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4 ° [mx -+- ny}dx -+- [px + qy ) dy =: o. 

On, U +f i M±3^— = C, 

J m-h [n-\- p)z + qz* 
et l’intégration peut toujours s’achever. 

ÉQUATIONS QUE l’on PEUT RENDRE HOMOGÈNES. 

508. On peut quelquefois rendre homogène une équa- 

tion qui ne présente pas ce caractère. C’ést ce qui arrive 
pour l’équation ^ , • 

(1) (a -+- mx ny) dx.-h [b -h px -+- qy)dy — o. 

En posant 

x = x' -ha, y=y'-h 6, 

on a 

. t 

(a-h m a + n 6 4- mx'-h ny') dx'-h [b 4- p a 4- q 6 -hpx'-h qy 1 ) dy' . 

Il suffira, pour rendre cette équation homogène, de 
poser 

a + ms + n6 = o, 

b -h pa -hqZ — O-, i 

d’où l’on tire 

bn — aq . ap — bm 

a= > 5 — » 

mq — np mq — np 

et il restera l’équation 

(2) [mx' -h nf)dx' -h[px' -h qÿ)dy' = 0. 

% 

509. Cette transformation est impossible si mq—np= o. 
Dans ce cas, on a q — et l’équation ( 1 ) devient 


m [a 4- mx -+- ny)dx + [mb 4- [mx -h ny) p]dy = o. 

On pose mx 4 - ny = z \ d’où dy = — — : ^ en 
résulte 


. . , , . t dz — mdx 

m[a-h z)dx 4- [bm + />*; — o 


Digitized by Google 



44 

COURS d’analyse. 

• ^ i 

et 

. v . 


(3) 

( bm 4- pz) dz 

mct.r — * — ; r- * 

bm — an (p — njz 

. 


équation où les variables sont séparées. 

Si, en même temps que mq — np = o, on a <7 = 0,, • 
il faut que n ou p = o, et les variables se séparent immé- 
diatement. ' 

. 510. L’équation (1) peut encore s’intégrer en posant 
a -+- mx —h ny = «, b 4- px -H qy — v ; 

d’où 

mdx -+- ndy = du , pdx 4- qdy = dv. 

Les valeurs de x, y, dx, dy, tirées de ces équations et 
substituées dans la proposée, conduisent à une équation 
homogène èn u et v. 

EXERCICES. . 

1 . Intégrer l'équation différentielle 

{x’+y‘)dx+ ? dy- o. 

Solution. 

x* ir— v Y f a/ 4- ( y/ 1 3 — 3) „ 

(y 3 - 3xy - x 1 )’ ’ [aj _ 4. 3) 

2. (3 y 1 x + ïx 1 ) dx +y 3 dy — o. 

Solution. 

j J 4- 2x* = C y/x 1 4-/*. 

.i 

3. x)dy—y'dx ^(x+yÿ c * dy. 

Solution, 

, , , x I 

{•v +y ) 1 c~ xc ’ ' 
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QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 

SUITE DE L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE. 

Équations linéaires. — Équations qui se ramènent aux équations linéaires: 
> — Problème de de Beaune. — Problème des trajectoires. — Équationl 
du premier ordre et d’un degré quelconque. — Cas où l’équation ne 
renferme pas explicitement les variables ou l’une des variables. — Cas 
où l’équation peut être résolue par rapport à l'une des variables. 


ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

51 1. On appelle équation linéaire du premier ordre 
une équation de la forme 
éy 


(•) 


dx 


+ Py = Q, 




dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. Pour 
l’intégrer on pose 

y = «*; 

d’où l’on tire W l'y : 

. . ' * . !<*» + \ 

( a ) 


* /du \ 


On peut prendre à volonté un des facteurs de y : 
posons donc 

du 


3) 


dx 


4- P« — o. 


L’équation (a) se réduit à 

, di _ ÇV», • 

L’équation (3) donne 
— =, — P dx, d’où 1 


u = —J P dx, 


ou «=e"/ p *. 


On n’ajoute pas de constante à cette intégrale, parce 
qu’il suffit qu’une valeur particulière de u satisfasse à 
l’équation (3). 
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En remplaçant u par e~I rdx dans l’équation (4), on aura 

— = Qe/ p ‘ fa , d’où z= f Qef Vd *dx + C, 

dx -J 

et, par conséquent, 

y = e-S p ‘ lx ^j'(lef v ' h dx+ cj- 

512. Exemples. 

dy 

y — e~S' iz ^ J* x^e^dx 4 - » 

y = Ce~ I + x i — 3^ + 60; — 6. 
a» (1 -\-x î ) r ^—xy — a. 

Ici 


ou 


Mais 

donc 


p=—^, - [r**= r-^ T =i v ^ 
1 -f- x* J J I-H** 

C X = i TT^[ Ç — — — ? +‘cl* 

[J (* + *’)' J 

/ adx ax . „ 

i.+,r*** ’ ■ 


y = ax 4 - C y/ 1 + X 

ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

513. On ramène aux équations linéaires les équations 
de la forme 

% H- Py = Q/"> 

ax 


ou 


y-" ^ -t- Pr'— = Q- 


En effet, si l’on pose ^ z, d’où y~ n dy — dt, on 
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aura l’équation linéaire 

g-H(,.- n) Pz=Q. 

514. On peut encore opérer directement sur l’équation 
proposée comme on l’a fait au n° 51 1 . En posant y = uz, 
on aura 

dz [du _ A „ 

{& + **) =***' 
équation qui se partage en deux, 


du „ dz 

— P4-« = o, — = Qu" -1 z". 

clx dx ^ 


On en tire 


et enfin 


. u = e~ï pdz , — =Qe('-’ , d p <^dx, 
z n 

ï i- “ = (i — 4~C j > 


— w ) e («-0/par QeC-^/P^rfjr + cj. 

515. On peut obtenir l’intégrale générale de l’équation 

(!) g + + 

quand on en connaît une intégrale particulière. Soit u 
une fonction qui satisfasse à cette équation sans renfer- 
mer de constante arbitraire. Posons y = u -f- z, il vient 
du dz 

— — — — hP« + Pî= Qtt s 4- zQuz -4- Qz* 4- R : 
dx dx 

mais on a, par hypothèse, 
du 

— 4- P U=Z Q«» -I- R; 

l’équation (i) se réduit donc à 

dz ' ' 

(») 


dx 


4- (P— 2 Qa)z = Qz : , 


qu’on sait intégrer (513). 
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Par exemple, l’équation 

^ + Pj- = Q/ 1 + 1 + P.r - Qi' 

<lx » 

est satisfaite par y = x et se ramène à l’équation 

% + (P — 2Q-r)s = Qî ! . 

y ; • • 

Si l’équation renfermait une puissance de j - supérieure 
à y 1 , la même substitution ferait disparaître R , mais elfe 
introduirait de nouvelles puissances de z. 


PROBLÈME DE DE BEAUTE. 


516. Trouver une courbe telle, que la sous -tangente- 
soit à V ordonnée comme une Ugne constante est à la 
différence entre l’ordonnée et l'abscisse. 

L’équation différentielle de la courbe est 


ou 

t 


dy _ y — x 
dx a * ' 

dy i i 

dr~é^ = --a X ’ 


équation linéaire et du premier ordre. En appliquant la 
formule du n° 511, on trouve pour son intégrale 

X 

y = x -t- a 4- Ce". . 


Fig. in. 


Cette équation se simplifie quand on prend pour axe 

des .x' la droite qui a pour équa- 
tion 

y = x 4- a, 

en conservant le même axe des y : 
les formules de transformation 
sont dans ce cas 

^ x* 

— 4- a, Ar= 

y 2 V a * ■ ' •' •'* 
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et l’équation de la courbe devient 


49 


’ = Ce a ^: 


PROBLEME DES TRAJECTOIRES. • ' * • 

• «. • • S % l* 

517. Trouver une courbe qui coupe sous un angle 
donné toutes les courbes renfermées dans l'équation 

(0 .. ?(**>>«) — »> • : • ,* 

a étant un panunètre variable. 

Fi e- >>’• Soient x et y les coordonnées , 

n du point M commun à l’une des 
courbes AB et à la trajectoire 
b' CD, ni la tangente de l’angle 
^ . , donné, enfin T' et T les angles • ' • 

f ; f - - x que les tangentes à la courbe AB 

et à la trajectoire au point (x,j) 
font avec l’axe des x ; on a 

7 r • b t 

* • * * • » » ’ 

tang T — tangT' . , , 

w . m = - £ — j • ■ ••• v x 

i -4- taugT tang T * . .. 

’’ -JJ • • JF 1 *, 

- ~ x J 

dx ■ ‘ ’ 



Mais 

donc 


dy s dx 

tang 1 rr -£- » tangT = -^ ; 

dy 


d F\ dï 

I dy dx \ dy dx 
1 — dx < 7 f + 

dy J 



ou encore 



; ; [dï dï dy\ d F dï ,i 

. ï 2 ) ni . I - — — — — 1 = — ! 

\dy dx dx] dx dy n 


. L’élimination de a entre les équations (t) et (a) donnera 
. l'équation différentielle du lieu. 

j IL à® édition. -4 , 
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5JK. Soit, par exemple, 


r"— ru:?. 


0ii aura 


; , ’ m -t- apxv~' -p j -+- apxP~' — ny ,,_1 ~ = 0: 

Si l’on élimine a, .après avoir multiplié la dernière équa- 
tion par X, on aura, en divisant par y"~', 

t dy\ -dy • ■' ‘ . 


* • / \ “y . ^ . .• .* . . 

ou ( «</>J — flx) — -t- nf/ix -t- py = 0 , 

<Cx • 

équation homogène que l'on sait intégrer. 

En particulier, si l’on suppose n — pz= i, c’est-à-dire 
si l’on demande les trajectoires des droites représentées 
par l’équation 

y = *r,' ■ 

1 + 

•l’équation différentielle sera ' - 

m (xdx -t- ytly) -+- ydx — .rdy — o ; 

divisée par .r* -t- y 1 et,. intégrée, elle donue 

' ' - * * . , ’ 

J. • ' ' y 

■m 1 (x* -p y ’) 1 = arc tang — ~K C, 

et, en prenant des coordonnées polaires, 

, 0 +r 1 
nt\r — 9-f-C, ou r — 6 m ce ,n . 

Donc les courbes qui coupent sous le même angle toutes 
les droites menées par l’origine sont des spirales logarith- 
miques semblables, ayant cettç origine pour point asymp- 
totique • • 

519. Le problème des trajectoires se simplifie quand 
l ? angle donné est droit. Dans ce cas, les trajectoires sont 
dites orthogonales, cl l’équation différentielle résulte de 
l’ élimination de a entre les deux équations 

v 'L dF y ’ 

E (x, y, n>= o, —dy~-^- dx ±=o. 
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Ainsi^ dans l’exemple tlu n“ ÔI8, il faut éliminer a 
'entre les équations ' . ’ : ' 

-• . y . efy *. 

•y* =s axf, ny*~' -+- pax>~' — = o, 
ce qui donne l’équation - • ’ 


\"*+prjz^ 0 ’ 


dont l’intégrale est 


lise 1 -+- pj 1 C. 


Suivant que « et p seront de même signe ou de signes 
.contraires, cette équation représentera une infinité d’el- 
lipses ou d’hyperboles- semblables et'conce» triques. • > 

Si l’on se proposait de chercher les trajectoires ortho- 
gonales des courbes données par l'équatiou 

n.r* -+- py* 33 G, ’ • , 

« * « • ' 

ou devrait évidemment retrouver les courbes 

* * » t» * 

y" — axf ■ . ; 

dans lesquelles a serait une Constante arbitraire. 

' ' ‘ . t '• . * 

ÉQUATION DU PREMIER ORDRE ET d’un DEC.RÉ QUELCONQUE. 

— CAS OU l’Équation NE CONTIENT PAS EXPLICITEMENT 
X ET y. , • . 

520. Soit . . » ■ • • 

‘ v( Ar \ - •' ' "‘-w. . 

■dy >*. ' . 

ou, en posant ■ — = p, , . ... 

F (•*> J'» /?) = o 

il* • . . . \ ‘ r 

une équation différentielle du premier ordre et d’uu degré 

quelconque par rapport à — • S’il est possible de la ré- 

.• « «' . 

, ‘ . , dy ' ' , , - . 

soudre par rapport a — i on aura une ou plusieurs equa- 

t CIJj * , • 

• /■ M 

tions du premier degré que l’on tâchera d’intégrer. 

; ' ' . : 4 - -• 
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521, Si l’équalion «c réduit à 

. , ■ f(/o='o, ' : . v 

et cju’on puisse la résoudre par rapport à p, où aura 
plusieurs valeurs de p : - . . 

P — ■/> = *', 

de là les solutions • . 

* * * 

j = ai + C, y — o! x 4- C', . . . , •'*:>* 


comprises dans l’équation unique 


(y — :tx'— Cl r — a'.c — C') [y — a'x — C*): . . — o. v 

On ne diminue pas la généralité de cètte intégrale en', 
admettant que la même constante arbitraire Centre dans 
tous les facteurs; l’équation précédente peut alors s’écrire 


bien 


• -F ^ 


<y-c 


= O, 


résultat qu’on obtiendrait encore en éliminant a entre les 
équations • . . • ' . ‘ . 

F (tx) = o, y = «x + C., *• 


Exempte.' («T?) — a 2 = o, 


on aura 
d’où 


>— c\> 


y,= ± ax 4 - C- 


ÉQUATIONS QUI. NE 'RENFERMENT PAS l’iIHE DES VARIABLES. 

522. Supposons maintenant que l’équation différen- 
tielle ne renferme pas y et qu’elle soit de la forme 




t „ t ity t 

Si l'on peut la résoudre par rapport a et en tirer 

'± 

dx 




.quarante et unième leçon. 53 

-, . * • • \ 

O» aura jr = f f( x ) dx , et le problème sera ramené à 
une quadrature. V. . ■ 


Exemples, 


On en tire 


'dyy 

•— — ax z= o. 

i dx } 


(f.r 


— ±<Jax, 


... • = ± I \ axdx == ± ^ x y/fl-r -+- C, 

J A . 


ou 


4" 


v lr-c)»- !</*> = O. 

/ y ( 

df ’ 1 , . dy 

-f (a + x) - 1 - ax = o. 

dx- dx 


On déduit de cette équation 


dr — n ' ‘Il - ■ • 

d.v~ ' dx ’ ; . • ' 

d’où les deux solutions , • ‘ •’ •• 

X = ax + C, y~ ~ + C. 

523. Si l’équation ne peut pas être résolue par rapport 
à p , mais qu’on la puisse résoudre par rapport à x, on 
aura-, • 

(■) . ' ’ , - *—/(/»)» V 

d’où dy=zpdx=pd.f(p)i. 

y — J p d f{p}+ c > 

ou " , . . 

yyj y =j>/(p)— f/(p) d / j 

^ » . r 

6n aura l’intégrale én éliminant p entre les équations (î) 

«•t (a). -V/v;:*', . . ' v- 

• 1 > . . I V y 

52i. Si l’équation différentielle tic contient pa$ x et 


Digilized by Google 



' 


5 4" COURS d’analyse. 

*• 1 • • . " * • . 

qu'on puisse la résoudre par rapport ky, où aura 

d.f(p) _ J’\p)dp 

P • P ’ ' 


r =/(>)- ' : 


d’où' ’* .r = J*‘ 


r/'ip) 


dp -p-C. 


CAS ou l’équàtiok peut être résolue par rapport a 

, • J 

L UNE DES VARIABLES. 

525. Si l'équation contient x, y et />, et qu’elle puisse 

se résoudre par rapport à l’une des variables, y par ejtem- ' 
pie, en sorte que l’on ait • 

,/ ’ y =A*>p)’- 

on aura . ' • 

, J , df , , dj - ■ . • • 

(//, otl pdx = — dx ~ dp .. 

dx dp 

Si l’on peut intégrer cette équation, qui est du premier 
ordre et du premier degré, la relation cherchée s’obtien- 
dra en éliminant p entre l’équation intégrale et l’équa- 
lion y*=f(X,p), • v. _ ‘ > 

526. Prenons pour exemple l’équation 

(0 r — *Ap\ -h y {pl • . 

qui ne renferme x et y qu 7 au premier degré. On a 
pdx = xf [p) dp +f(p) dx ■+■ <f'(p ) dp 


ou 


dx 

— -P 


' Ap)~P' 

équation qui donne (511) 


?'(/>) 


Ar)—p 


' ç r(pyp r r. ,, -, r sir)* i 

(a) * = -<? j Ap)-p I LM - (J Ap)- P dp + c ; . 

En éliminant p enlrq les équations (i) et (a), on aura, 
l’intégrale demandée. Ordinairement celte élimination 
n’est fias praticable, pareeque l’équation ( 2 ) contient des 
fonctions transcendantes de p ; mais alorsÿ en donnant à p 
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une suite de valeurs arbitraires, les équations (i) et (a) 
détermineront les valeurs correspondantes de # et de y. 

527. Quand f(p) — p, 1 équation ( 2 ) devient illusoire. 
Mais dans ce cas l’équation (i) se réduit à 

(al y =px + vil>), . ' 

et en différentiant par rappçrt à p, on aura 
pdx — prix xdp -+- <p ' (p) dp, 

d’où > <//>[x -f- ?'(/./)] = o. 

Cette équation peut être satisfaite de deux manières r 
t° en posant 

dp = o. d’où o = C. ' • 


'dp = o, d’où p = C. 
X z=Cx-h T (C) ; 




et, par suite, 

•P) 

2 0 en posant 

(7) x-t- <p'(^) = o, 

d où, eu éliminant p entre (a) et (y), on aura 

{§) J = xf(x) -+- ?[f(x)], 

• ** , • 

relation qui ne contient aucune constante arbitraire et 
qui n’est pas comprise dans la solution (j3) en donnant 
à la constante une valeur particulière. 

C’est ce que l’on nomme une solution singulière. 

528. Les droites représentées par l’intégrale 
#==Cx + ? (C) 

sont tangentes à la courbe (d). En effet, si l’on prend sur 
la courbe un point (x,y) correspondant à une-valeur ar- 
bitraire de p, on a . • r *. 


£ = 1 


+ [* + ?'«]£=*■ 




Donc, en donnant «à p une valeur quelconque C, on a 

* * l ‘ * 

pour ce point de la courbe y — C.r w(C) et — C. 

• ’ ’ . • _ x 'v 
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• Donc ]a tangente en ce point est la droite qui a pour 
équation jrasCx-f-ç(C). • ~ • 

529. Nous avons dit que la deuxième solution ne pou- 
vait pas être déduite de l’intégrale générale en donnant â < 
i la constante une valeur particulière. Cela suppose que 
, n’est pas constant.. Si o'(p ) était égal à une con- 
stante b, on aurait • \ ' 

x b == o , . . 

solution comprise dans l’intégrale générale en y faisant 
C=eo et b._ ' * ••• • '• 

Vi • . . t 


1. 

Solution. 
y= Cf r 


EXERCICES. 

<lx 3 ~ x ■ 


1 — — 3.4. x * — 2.3.4X — 1 .3.3.4. 

2 . Trouver les trajectoires orthogonales des cercles inscrits dans 
un angle droit. Trouver V asymptote sans intégrer. Prouver que les 
trajectoires sont des courbes semblables. 


3 . 


, dr , df . 

'■ a. -f- % — -f- “t— z* 

‘ dx dx 


Solution. Équation qui résulte de l’élimination de p entre les 
équations • , ‘ 

... r — {i + p)x-\-f>i, ■ y = a (i — p) + C<ri‘; 
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SUITE DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

* • ! 

Existence de l’intégrale d’nne équation différentielle du premier ordre. — 
Existence d’un facteur propre à rendre intégrable le premier membre 
de l’équation. — Détermination de ce facteur. 


TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE 
ADMET UNE INTÉGRALE. 


530. Toute équation différentielle du premier ordre 

• * 

M d.T. -4- Pi dy = o .j 




.A 


;\ r ' 


admet une intégrale contenant une constante arbitraire, 
c’est-à-dire qu’il existe toujours une équation contenant 
x, y et unç constante arbitraire telle, qu’en la différen- 
tiant et éliminant la constante, on retrouve l'équation 
proposée. 

En effet l’intégration de l’équation proposée consiste 
à trouver une fonction de x, désignée par y , telle, que sa 
dérivée soit égale àf(x, y), ou, en d’autres termes, telle, 
qu’en donnant à x l’accroissement infiniment petit dx y 
l’accroissement correspondant dy soit égal à f(x, y) dx. 
Puisque l’équation différentielle dy=f(x^y)dx ne 
détermine que l’accroissement de y, on peut se donner 
arbitrairement la valeur de y pour une valeur particu- 
lière de x. Si l’on prend y=b pour x=n , J (a, b) h 
sera l’accroissement infiniment petit de y lorsque x pas- 
sera de la valeur a à une valeur infiniment voisine fl-4-/i. 
De même, si l’on pose 

; ' 1 . ’ 

a -j- h — a' et . h' b b) h) 

b') h sera l’accroissement de y lorsqup x passera 
de a' à a' -y h. En continuant ainsi à faire croître X 
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par degrés insensibles jusqu’à une valeur quelconque^ 

• l’équation différentielle déterminera les • accroissements 
successifs de y, de sorte que la valeur de y correspondant , 
ià chaque valeur deyr sera complètement déterminée. P^r 
conséquent y sera une certaine fonction de y, et- celte 
fonction dépendra nécessairement, de la constante arbi- 
traire ce qu’il fallait démontrer. 

. * \ 

IL EXISa'E UN FACTEUR PROPRE A RENDRE DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE LE PREMIER MEMBRE n’uNE ÉQUATION DU PREMIER 
ORDRE. i • •* ; •*. 

531. On vient de démontrer que l’équation différen- • 
tielle 

(i) . , MÂ+N<r.= o . 

admet toujours une intégrale contenant une constante 
arbitraire C. Cette équation intégrale, résolue par rapport' 
à C, prendra là forme’ 

M . « = c, , ' . ; ; 

u étant une fonction de x et dé y qui, ne renferme pas C. 
Qn tire de l’équation (a) 


du 
dx ' 


du 

• d« . .. . dy dx 

dx -y — dyz^.o d ou — = — - 

dy dx du 

dy 


Or, l’équation (l) donne— = — On doit donc, avoir 


(3) 


du 

dx 

dit 

dy 


M 

N* 


Cette équation doit être identique, car s’il en était au- . 

trcment elle établirait entre les variables une relation 

en vertu de laquelle y serait une fonction de x sans coiir 

‘ .... . •; , T du du ,■ 

staute arbitraire, puisque M, N, — i — n en contiennent 

. > s . •- ,r * . * dx dy . ’ 
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pas. Or. à cause de l'équation u.= C, y doit dépendre dejr ’ , 
et de la constante C. •' ‘ 

. L’équation (3) peut être mise sous la forme • ■ 

• • - I , ■ ' . • 

• * «« du ■ , • •; 

d.x dy. . < ; , . • 

en désignant par v chacun de ces quotients. On tire de là 

' • • àu , du . 

^ = dï=* V '’ 

* 

donc l du ç= u (MÆc Ndyj, 

Ainsi, il existe toujours un facteur \ y fonction de x 
et de y, propre à rendre le premier membre de l'équation : 
une différentielle exacte. • 

Quand on saura trouver ce facteur et. l’intégrale u de la 
différentielle totale c(Mr/r-HNr/)-), «= C sera l’inté- 
grale de l’équation (i). 

532. Jl existe une infinité de facteurs propres à rendre 
le premier membre de l’.équation (i) une différentielle 
exacte. En eflet, si nous multiplions les deux membres 
'dé l’équation 

v ( M dr -(- N dy) = du 

par une fonction quelconque de u, çp (m), il vient 
l ’f(u) ( M tlx -+- N dy) = <f («) du = dff ( u)du . 

Ainsi le premier membre de l’équatton est encore uno- 
dillérenliclle exacte et le facteur jouit de la même 

propriété que le facteurv. 

Exemple, xdj — ydx = o. Celte équation donne 

dy dx ., , ' ■ y 

— = — j u ou r= C.r ou — = C~ u. 

y x ' - m • 

Le facteur le plus simple qui rend xdy — ydx une dif- 
férentielle exacte est donc ~ Tout autre facteur est de la 


s" , 


forme l ? (î) ; 


•t.. 

’*y. 
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Ainsi ^(«) = «donne le facteur -p et l’on a 
• xydy —y'dx __ d ’.i 


m (u) = - donne le facteur — 

; ' ' « xy 

«/»•'■ c/x r 

et — . 

.7 x ■*_' 

' . œf«) = — î— - donne le facteur -^r— — ; ' 
V A 1 4- k *’ -P y* 

av/r — yc/x- j r 

et — — — 1 ==«. arctanu-» 

• ■ ^’+j’ • 


Mdx-f-]Ndy ime différentielle exacte est de la fornie 
v<p (u). En effet, soit ' » , . 

V{Mda:4-Nrfr) = 'rt: : , •. - 

on a ' t> (McAt -f- Nc/y) = e/« } s ^ ' .. 


donc 


c/U = — du . 
v 


Cette relation entraîne les suivantes j > 

c/Ü _ V du c/U V du 

i dx v d.r * dy v dy 
%• -’ * ;• * * 

Soit ii= f (x, y). Si l’on tire de cette équation la va-, 
leur de y en fonction de u et de x et qn’on la porte dans 
la valeur 'de U, bn aura 

U = ^(«, x). 

DifTéren liant celte équation, il vient 

c/U d$ du d -h 

' ‘ ' dx du dx d.r ' 

c/U c/fè . 

• . . ' — = •' . . x" .. . 

dy " du dy • -• ■' • '• 
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En ayant égard aux relations ( 1 ), ces équations donnent 
d-!, _ V dj, _ 


o. 


' du v dx 

Cette dernière relation montre que x n’entre pas expli- 
citement dans la fonction <Ji. Donc 'J< et par suite ou 


— sont des fonctions de h, et l’on a 
v 

V t \ 

. . 7 =f . 


« * V 


«a 

. v ' ■ . • ,1 

ce qu’il fallait démontrer. 

334. On peut encore établir ce théorème de la manière 
suivante : 

Pour que l’équation différentielle soit satisfaite, il faut 
que x et y varient de telle sorte, que l’on ait u = C ; on 
aura alors du — o et par conséquent c/U = o à cause de 

V ' ' • 

la relation d\] = — du. Il suit de là que U dévi a toujours 

conserver la même valeur tant que u conservera aussi 
sa valeur Cy.ce qui ne pourrait avoir lieu si u étant mise 
sous la forme J/(//, x), x restait explicitement dans la 
fouction. 

Le principe sur lequel repose cette seconde démonstra- 
tion peut être généralisé : u, U, q étant, des fonctions d'un 
nombre quelconque de variables, si l'on a dU = qdu, 
ou mtm U = !j>(u) -, car en éliminant une de ces variables, 
x par exemple, on pourrait écrire 

U = 'J' [u, y, 

Or, pour toutes les valeurs de a 1 , y, z,... qui conservent 
à u une valeur constante, on a du = o et, par conséquent, 
</U=o, ce qui ne pourrait avoir lieu si y, z,... entraient 
dans la fonction <j>. 
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535. 'Si deux facteurs V et v rendent différentielle 
exacte l’expression Md^-f- Kdy, leur rapport égalé à 
une constante sera T intégrale de V équation 

Mrfx ■+• Sdy = o. • 

* 1 . * • 

* v « - . 

.jCar.de — o» ? (4t).=rrC 

on tire h — c. ’ . 

i • - 

DÉTEHMINAT10H DU FACTEUR V. 

53tL La condition nécessaire et suffisante .pour que 
i< (Mf/i -f- Nc/p) soit une différentielle exacte est 


tf.cM rf.cjN 
dy ~ dx ’ 

ce qui revient à l’équation 


(>) 


dv dv ( d M 

N d* «. dy “ V \ dy » 


</N\ 

dx)' 


Quoique celte équation soit eu général aussi difficile à 
résoudre que la proposée, elle peut cependant .dans quel- 
ques ras servir à trouver le facteur c f 

i"'Si v ne doit dépendre que d’une^eule variable, or par 

exemple, on a — = o, etTëquation (i) se réduit à 

' • dM dX 

> i dv dy dx 

^ t vrü~ N * 

Par hypothèse, le premier membre ne dépend que de.x ; 

donc on jdoit avoir 

- cttl c/.N 

r t dy dx 

rT 


=/(•*)• 


Cette condition est suffisante; car si elle est remplie, on 
satisfera à l’équation (a) en prenant 

. ‘ , % 

, 'Le calcul est [dus simple si 'l’on suppose N -=s'-i . c’est- 
à-dire si J’on met l’équation proposée sous 'la forme 


I 
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dy -4- = o, ce qui est permis. On a, dans ce cas, 

_ ' • < > 

• ' • ' . an 

— =/(x)=P, 

d’où M = I»/ + Q. 

L 'équation devient 

dx x - 

> • * yvr * t » . • t* 

.1! sullit donc, pour rendre cette équation intégrable, de 

la multiplier par eS v,,jr . On a 

' 




d’où (499) cS vdz y -y - = C. 

C’est le cas de l’équation linéaire (51 1 ). 

2 ° Si le facteur v> est dc.la forme XY, X étant une 
fonction de x , ét Y une fonction de y , on a 


:u 


— = Y— — — Y — 

. t/.-c -</r 'i/y dy 


.M 


et l’équation (i) revient à 


* i« ' C ’• • 


Xrfx Yrfr rfj y/i • . 

n </X . . dY , . . . 

ffr s ='Hj)y*<tac 

' rfM c/N ” < \ 

~dy TZr ~ ^^( x ) m 'î'(j')- 

* ' ' •■?*« le • , , 

Si celte condition est remplie, on aura 


l — e fïM d * t y = ,/* (r ; dr ' 


537, ‘L’emploi du facteur v redonne les méthodes pré- 
cédemment exposées : ainsi la séparation des variables 
dans l’équation 

XYdbr4-X,'Y 1 rfr=c t , 


tt* 

• V • ■ 


(w 

• V 
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où X et X, désignent des fonctions de x, et Y, Y, des 

fonctions de y, revient à multiplier l’équation proposée 

' par le facteur — • 

. • ’■ . 

La transformation employée dans l’intégration de l’é- 
quation homogène revient aussi à la détermination J’un 
facteur qui rend le premier membre intégrable; En effet, 
1 équation (3) du n° 506 n’est autre chose que l’équation 
.proposée divisée par x“ +I [y (z)-f- üi|;(z)]. En rempla- 
çant z par par M, ^ par N, on voit 

que lè facteur v est, dans ce cas, 


* , '.■'Mi + N/' ‘ ' . 

Il est d’ailleurs facile de vérifier que — fr est 

alors une différentielle exacte. Il suffit, pour cela, de dé- 
montrer que ‘ ‘ \ 

d M N -• 

* M .e -t- N y M x 4- N y. ' 


Cette équation revient, après quelques transformations, 
à la suivante : ' . , 

•„/ rfM </M\ dS dH\ 

+ Sp)=0’ 

ou NMm — KM//I = o, 

' i ‘ * 

car les fonctions M et N étant homogènes et de degré m, 
pn a identiquement (I, 178) 

rfM dM „ </N </N , 

Æ T+/‘r = Mm ! x— — hr-r- =nw. 

• dx dy dx dy ■ • 

Si le premier membre de l’équation homogène est déjà 
une différentielle exacte, on pourra prendre pour premier 
* | 

facteur i et pour second — — — — • Leur rapport, égalé 
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» f I 

à «ne constante, donnera l’intégrale qui sera, par consé- 
quent, - 

■ '• . ... . Mar-t- Ùy = c. • • 


; EXERCICES. . . 

**.*•’. , ' v . \ 

î. aydx -J- hxdy xf*y* ( cydx ■+■ exdy ) = o. 

Solution. Le premier binôme devient intégrable lorsqu’on le 
multiplie par xf~‘ r* - ' «p (**/‘), et le second par — ■ ■ ■■ (•U’y), 

X 1 

V . • . . .« 

Oh peut déterminer les fonctions f et ^ de telle sorte que ces deux 
facteurs soient égaux. 

2. Trouver le facteur d intégrabillte de l’équation 

' [x+y\dx+dr~o. ■■ * 

Solution. <? . . • ■ 

3. Trouver le facteur iPintégrabilité de l’équation 

(i i — x*y) dx -t- x* [y — x) dr — o. 


Solution. 


• ’ > S \ 


• 4:«. % . ♦ *• . 
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QUARANTE-TROISIÈME LEÇON;. * 

SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS A DEUXTAR1ABLES, 

• * < 

Comment elle* se déduisent de l’intégrale générait — Solutions singu- 
lières obtenues au mOyendu facteur qui rend intégrable le premier 
membre de l’équation. — Exemples de solutions singulières. — La ' 
solution singulière est l enreloppe des eonties représentées par l’équa- 
tion intégrale. „• - • 


COMMENT LES SOLUTIONS SINGULIÈRES DES .ÉQUATIONS A 

<•* - • *« ’ * ‘ f - ’ ’ 

DEUX VARIABLES SE DÉDUISENT. DE l’ INTÉGRALE «ÉNÉ- 

• *• • , l . ’ * • • t . 

R AI,E. « - 1 

o38. Soit 

"" - ■ . d ÿ 

— ' n nu ' = 


'(«) 


+ = o ou 


dx 


■-/[*> ,r) 


une équation différentielle «t > ' • ... . ■ >:>. ” 

(a) ’ • ' . F(ï, /y c}=o . • ’ , . ; 

» ■£& . ■ . 1 

son intégrale. Différencions ccttc dernière équation par 

^rapport à x ; nous aurons 

d? 


■ (3) 


± 

dx 


d.T 

~ 7 f 

■ d r 


Si l’on élimine c en ire cetto équation et la précédente, 

d¥ 

' . v ' ■ ’ . ' . 7 hc- ■ 

on doit obtenir l’équation (i), ce qui exige que — de- 

1 , •' d F » 


s' M 


d y 


vienne, identique à — quand on remplace dans Ce quo- 
tient c par sa valeur tirée de l’équation (a), et cette 
élimination conduirait encore à une identité, lors même 
que c .Refait une. fonction de x et de y. 
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339. Cela posé, je dis que si l’on connaît l’intégrale 
F ( x , jr+ c) = o d’une équation différentielle, on petit 
déterminer les solutions singulières de cette équation. 

Soit , '• 

(.£)• J) = <> . 

une solution singulière', c'est-à-dire une équation qui’ 
satisfasse à l’équation (i), mais qui ne puisse se déduire 
de l’intégrale générale en attribuant à la constante une 
valeur particulière. On peut faire rentrer T équation * 
cp(.r,.y) = o dans cette intégrale, en y remplaçant c par 
une fonction convenable, car il sullit de poser 
(5) F (.r, y, c)==rç (x, y), ' ■ . ' . ' . 

d’où l’on déduit la valeur de c en fonction de T et de ) . 
Cette valeur étant délerminée, si l’on différence l’équa- 
tion ^ 2 ) par rapport à x, on aura 
' A '• . </F 

rtx 


d où l’on tire 
(<') • 


r/F rty f/F de 

tfy de f/r dit . ’ 


dj_ 

dx 


f/F 

Wx 

r/F 

Th 7 


f/F 

de de 
f/F', f/x 

7ÎP 


L’ élimination de c entre Jes équations ( 2 ) et (6) doit 

• t/ Y ‘ ’ » • 

conduire à l’équation -j^=f(x,f). Donc l’équation (G) . 

df ■ • • ï ' \ 


dr 


«e réduit à ~ = /’(; r, y). Or — se réduit à J(x, y) 
dr ■ ' / db 

• »■/>■ 

quand on remplace c par sa valeur tirée de l’équation 
F (x,j, c) = 6 (338)4 «loue ou doit avoir. . 

1 > db' ■■ 


(7) 


rie; f/e 


= O, 


d F f/x 

équation à laquelle il faut joindre F(x, y, c) — o 


■5. 
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1 de 

) di~ 

I F (*» y, «) : 


(») 
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Le système de ces deux équations se ramène aux deux 
suivants : -, • ‘ ■ 

<11 • - 

de 

<dë = 0 ’ 

dy . ' - ' 

F(x, X, <0 = », 

Or Je premier système donne c = une constante, et, 
par suite, on retombe sur l'intégrale générale. • * 

Le second se partage en deux ; , . , • •' 


l d¥ 

! de ~7 

I F(x, y, c) = o ÿ [ F {x, y, c) z= o. , 

* , ' • l * • , ' 

En éliminant c entre les deux équations de chaque sys- 
tème, on obtiendra les intégrales singulières del’équation 
proposée, pourvu qu’on omette les valeurs de c qui 
rendent simultanément nulle? ou infinies les fieux fonc- 

. , HT d F ' i . 
nous —y parce que J a, première des équations (11) 

se présenterait sous la forme illusoire ^ = ouu^-=o; ji 

faudra aussi rejeter les solutions qui rentreraient dans l’in- 
tégrale générale en attribuant à c une valeur constante. 

Ainsi, on obtiendra les solutions singulières d'une 
équation différentielle du premier ordre eh éliminant 
la constante entre l' intégrale générale et sa dérivée par 
rapport à la constante égalée à zéro , ou bien entre cette 
mente intégrale et sa dérivée par rapport à y égalée à 
V infini. • 

S4Q. Quelle que soit la forme sous laquelle se présente 
Téquàlion intégrale F ( .r, y, c)'=p o, l’application des 
règles précédentes doit toujours conduire aux mômes 
. </F 

t ■ fwf* 

solutions. En effet, le rapport — restera toujours le même 

i . • dy , ■ -, ■’ < 


l ’ZZ _ 

’ dy ~ 


(III) 


(IV) 


oc , 
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. QUARANTE-TROISIÈME LEÇON’. . ; 6() 

quand on Éliminera ç an moyen de l’équation F= o, 

_ .• quoique chacune de ses dérivées change quand on trans- 
forme eetle équation. Car en regardant y comme une 

fonction de c, On a . . 

• ' d F - !* 

• de dy 

~ djÿ_~ lï' 

\ ' ' ■ . : ^ ; 

valeur qui sera loujours la même, quel que soit F. Ainsi, 

lorsqu’une transformation de l’équation F(x,^, c) = o 
_ dF 

fera perdre des solutions à l’équation — = o, elle les fera 

... P , . d F 

acquérir a 1 autre équation — = oo - 

• . , .1 * 

SOLUTIONS SINGULIÈRES II ÉD CITES 1)U FACTEUR QUI REND 

INTÉGRABLE LE PREMIER MEMBRE OK l’ÉQUATION. 

o41 . Si l’on met l’intégrale sous la forme h — c = o, 

on aura ' . • . • . 

• ££ 

’ rfc I 

. d F du ' _ 

'' . • ■ *r ,àÿ - 

Ainsi toutes' les solutions singulières seront donnéçs par 
l’équation ^ = o. Mais ^ n’est autre que le facteur v 

.. ' ,iy • . V . '■ ; 

- par lequel dy — f(x, y) dx devient une différentielle 
exacte (531). Donc l’équation , ». 


- = o ou r = co 


contient toutes les solutions singulières. 


EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIERES. 


■ ■ V 


ecdx ydy ss dy \/x* y r — a\ 
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Divisons par \Jx' ~hr' — a 1 , il vient 

j f j.; 

xdx ydy , ,-r- r 

dy — , ■ ■ = d . y sr 1 -t- y — a - , 

p x- -t- r s — a- 

.«Joui l'intégrale est ‘ 


y -k r = sjx 7 -f- y 2 — a - , 

on •. * %cy 4- c* ■+■ «’ — .r'’ = oj 

on aura doue . ' 

dV , rfF . 

— r- — a r -f- ?.c = 0, ou =ï= 2 c = ao . 

• ac .■ f 'y • 

y " . * 

Cette defnièreneconduiraitqu’à la valeur illusoire j — oo . 
La première donne c = — y , et, par suite, 

■ . . x'+y 7 -^ a' — o, ... 

solution singulière. Cette solution, qui représente une 
circonférence, n’est pas comprise dans l’intégrale gêné-- 
raie, puisque celle-ci représente une suite de paraboles. 

-* i I ’ * * 

'• Comme le facteur r est ■- — , on voit bien que 


;V V 4 -jr‘v- . 

la solution singulière correspond àV — 00 • 

' # A* * » % 

o 13. 2 ° Trowèr la courbe fiant la normale a une 


longueur cons'lanle. 


L’équation différenlieUe est 

d>:: 

M< 

yày 


dy- 


d’où 


dx 


^aï—y* " 

etj par suite. . 

.(2) • • 

équation d’ùp cercle. Pour avoir lés solutions singulières, 
il faut poser .î . r. 

. ■■■' dp 

■ ' dé ' x — c 

* d F ‘ y 


oj d’où ..a rs r, . 
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* * V • • * ■ 1 

et, par suite, 

(3) = 

On obtiendrait encore cette solution en égalant à l’in- 
fini le facteur - * ™ par lequel il faut multiplier l’é- 

quation proposée pour séparer les variables* 

11 est à remarquer que les deux droites représentées 
par l’équation (3) sont tangentes à toutes les circonfé- 
rences que représente l’intégrale générale (a). 

544. 3° Trouver une courbe dont les tangentes soient 
à une distance constante a de l'origine. 

L’équation de la tangente menée par un point quel- 
conque (.r, y) de la courbe, étant 

Y — y — f (X — *■), 

l’équation différentielle du problème sera *. , ' 

T — P x 

: *' \f l ~*~P' , • 

ou . ' ■ . ■ ; • 

(r) ' y=px-+-a\/i-ï-p'. 

En différent ia.nl par rapport à X, on a ■ • , 

O — dp / je -f* — — — V 
équation qui se décompose en deux •_* 


\ * , .. 


ap 


dp = o, jc *i~ - 
, . . v« P 1 

La première donne p = c, d’ou 

(a) r = r * + a \j H- c 

La seconde donne 

0) —7^=; 


•= o. 


/•- * «> 
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cette valeur étant portée clans l’équation (1), il en résulte 

(4) r = 

s h+p 2 

élevant au carié et ajoutant les équations ( 3 ) et ( 4 ), 

( 5 ) x 1 -i- jr i = a 2 . * 

La solution générale (a) représente une infinité de 
droites, et la solutiou singulière ( 5 ) une circonférence à 
laquelle toutes ces droites sont tangentes. 

545 . 4 ° 

0 ) 


- ■' 1 
*. * 




Les variables se séparent immédiatement et l’on trouve 

pour l'intégrale générale 

(a) ( y — — (1 — ») (x — c) = o. 

a t 

Pour obtenir les solutions singulières, on posera * • • 
'* d? 

de t »' ■' . 

... JT =(ÿ=7p-^' 

' ■ T . d r . v . • . . t. 

d’où l'on déduit, en supposant n^> o, 

. , • . . .r / e . . 

Cette équation représente une solution singulière si n 
est <[ 1, car on 11e peut pas déduire y — a de l’intégrale 
générale. Si n est >>i , y a n’est plus une solution . 
singulière, puisque l’équation intégrale étant mise sous 
'la forme . 

f» - n ) (y - a Y~' = r“» 

< * * * C * 

» ' .* ■» •*. 't 

on obtient j = a en faisant c = «o . Enfin, si « = 1 , 

1 intégrale générale est j — n =s ce*, qui devient y — a 
pour c == o, et il n’y a pas non plus, dans ce cas, de solu- 
tion singulière. 

On verra facilement que l'hypothèse n < o ne donne 
aucune solution singulière. 
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• > i(i. 5° Trouver une courbe telle, que le produit des 
- ’ » perpendiculaires abaissées de deux points Jixes F et F' 

■ sur la tangente soit constant et égal à b*. 


Fie. 1 ' :! - 


r 


Prenons polir axes la * 
droite FF' et une perpendi- 
culaire élevée par le milieu 
de celte ligne. L’équation 
de la tangente est 

«•l par suite les perpendicu- 
laires abaissées des points 
donnés sur la langcnlc seront, en désignant OF par e. 


* .«J 

0 1 


. .• < 1 ; * 


v. 


'ir * 


-'Tl* 

ÈT* 


' r 


1 > 


FH = £ = £ £ £ . F n'= r --i> T ~r r . 


— t 


V 1 H"/ : 


on aura donc b' 


)/ 1 +7 
r — i >x Y — p lc ' v ■ 

- » u ou 


i-Jtt 


•-F/' 5 ' ‘ 


■ {r — i ,je Y ~ b il +- ^ c 1 )/)-, / v* . 

• et, si l’on pose lr -t- c* = «% 


* . /.N 

\ 


/ . * 

■ <■ M 


y — px -f- \/&’ -H a'p\ 

. '" r équation d’une forme connue (327). En la différenliaut, . y, 

y .* ' ou aura •* , >' V > * V 

• * • (2) P — dp ( X H r— J > ' . 

\ \ b‘ a'p*') 

ce qui donne d’abord dp = o ou p == constante = in. 

L’intégrale générale est donc ‘‘ t ' ' \ ^ 

\ , i) y — jftr -f- y rt’/w’ -f- A 2 . , • 

. . ’ On satisfait encore à l’équation (a) en posant \^P’T, r 

... ; -■ 'AV 

* : >Vv (4) 


• *■ / .tl 

. k , , r . Jl .• V? 

.-•Jr 




■x -+* 


yA 3 •+- n’ > jt 


=,o. 


» *'■ 

." 1 


' •. F.u éliminant p entre les équations ( 1 ) et (4), on aura la 




solution singulière 




(3y : 


. 7 2 
a 2 


< i .W» . ■ AW 


A 2 


jr . 


WV 1 ' 


H # 

* -A *.• 


> ï ; .. 

V.*’ 

• .A . • . 

n y • : • ' • • 

• • **v‘ '*■' Cfigitr^d b’/Géôgte' 


; '*► i ,•* ’ / . , -■ v y; • 

34 - : . COURS D ANALYSE. " U , . ' ; V 

* : • '-Jki - *. "i- ,y, . 

équation d’une ellipse qui a pour tangentes les droites < 
représentées par l’intégrale générale. ' . V - - 

517. 6° Trouver une courbe telle, nue la portion de la 

.**' •• 1 ,LJ . • . 

Fig, lt( j, tangente 1 b comprise entre les 


COURS D ANALYSE 




deux axes soit ésrale à une Ion - 

O ». 


*tV;.V 4 


gueur constante a. 




L’équation de la tangente est 


\ / \K 

[ - - - - el l’on a 

...- . S J - P x 


Y -y =p(X-x) . .. 


>_A — AT p& / Ac 

t x x OT = j OS — y — px ; 

P 


d’où, à cause de OT 4- OS = TS , ' 

{y — px Y (i 4- p') = <Pp\ . 

On aura donc * 

(*)•, • y. == P x - Jr : -j==y \ ... 

p&r suite, en diflerentiant, 

‘ y. V . ’ * 

O = dp X *+• — !• 

,/L . (t+p’fj 

D abord dp = o donne p = o 7 et, par. Su rte, • 

~ 

. . ■ ac . ■ . 

I 2 ) - •,. J r.=c*4- -p=*=î 

, / /* v * 4-c* ; 

l’intégrale générale représente donc, une infini té de droites. 

.; La solution singulière «fera donnée par l’équation 

- • — a ’ « 

• • •• • *== t- -• . ’ -, 

. , ■ . ..(’+/>’)’ - v V ; •. - ' 

Si 1 on substitue cette valeur dans l’équation (t), on aura 

ap ... »P ^ /•.' 

, • J — „ T” 1 “ y 1 . 

; *■ . ■id'TV')* ' (/H -p’)’! * *• Ç 

éliminant p, on aura . , 

• * * ' * ï 3 * . 

(3) ■ ' ’ x* + y* ■= a*. 
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Cette courbe est l’épieyeloïde obtenue. en faisant rouler 
un cercle dans un autre cercle de rayon quadruple. Eu 
effet, soit M le point de la circonférence mobile qui était 
placé primitivement en À, et K le point de contact actuel. 
On sait que KM est la normale à l’épicycloïde au point M, 

* et par suite que MH est la tangente. Or l’angle THK, qui, 

dans le petit cercle, a pour mesure - arc KM ou - AK, 

aura pour mesure a AK dans le, grand cercle. Donc l'angle 
THK est double de l’angle AOK et le triangle TOH est 
isocèle. On a donc OH = HT. Il résulte de là qu’on a 
également 011= HS et, par suite, TS = aOII = OK; 
Ainsi TS conserve bien une grandeur constante. - .. 

tA SOLUTION SINGULIÈRE REPRÉSENTE , j/eS VELOPPE DES 
, COURBES DONNÉES PAR l’intÉGRALK GÉNÉRALE. >’ ' 

548. On, a dû remarquer que dans tous les exemples 
traités plus haut (542 et suiv.), la solution singulière 
était l’enveloppe des courbes représentées par l'intégrale 
générale. Nous allons démontrer qu’il doit toujours en 
être ainsi. . .. . - ■ 

Soit F(x, f y ç)n=o . • .*' ■ •' '■ 

l’intégrale générale. Elle représente une suite de courbes 
dont l’enveloppe s'obtient (I, 247) en éliminant c entre 
cette équation et sa dérivée par rapport à c. Or, c’est pré- 
cisément le calcul qui fournit la solution singulière. 

* Le théorème est donc démontré. .* ; . 

Oh peut d’ailleurs établir ce. théorème de la manière 
suivante. Par chaque point de la courbe A qui représente 
la solution singulière passe l’une des courbes B comprises 

dans l’intégrale générale. Or, en ce point — a la même 

valeur pour les deux courbes A et B, puisque leurs équa- 
tions satisfont toutes les deux à l'équation différentielle. 
Donc les courbes A et B ont la même tangente au point . 
qui leur est commun. . ' > .... v 
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' EXERCICES. • 

- 1; + ;«-■< fe -°- .. 

Solution singulière. ; • . ;. v 

. - * '■ r 

[x+yY— yajr=o. • ... 
t. . . J-' = 2A'+I, ‘ • 

. . y , + * , = 0, r . ; ' 

V 7 2 /. 

satisfont à V équation différentielle y y-j -j- i r — yz-. o. • 

-• t . I , ■ t «p v* . • 

. Les intégrales sont-elles singulières ou particulières ? 

4 , « * " 

•Solution. La première est une solution particulière et la seconde 
une solution singulière. . ■ 

3 - 

/ SOLCTIO» SINGULIÈRE. f -f- x\ * V % '• 


• :r 

* v 

• - A ^ W - * 




» s ? 


-u 4 




•* * ‘s. - 

I •» ^ *1 

V -, /• n .-y.. 

■./* * *« . 


*> . 
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QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

O 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D’UN ORDRE QUELCONQUE. 

Ïïistcnce do L’intégrale d’uno équation différentielle quelconque. — Con- 
ditions que doivent remplir les constantes qui entrent dans l’intégrale 
générale. — Intégrale de divers ordres d'une équation différentielle. — 
d m r ’ .' 

Intégrafiou de l’équation — — r=i». 


TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ADMET UNE INTÉGRALE. 

549. Considérons une équation différentielle de l’or- 
dre m résolue par rapport à la dérivée de l’ordre lq plus 
.élevé 

.‘foi ' r d r d'y H— tÿ\". ■ . 

’ d.f" '\’ X ’4x y dx'*' dir-')' 


; Cette équation fait Connaître ou d . > quand 

on connaît les valeurs de j-, — ,•••«» pour une va- 

leur de x. On peut doue se donner pour x=.a des valeurs 

arbitraires A, b', b",.-. », b<”~ ,! Ae r, ‘i 

‘'dx dx* dx"’—' 

Maintenant, si l’on donne à .r un accroissement dx, les 

accroissements de )' et de ses dérivées seront 

.. 1 , dx \ * i/iw-j». 

ây = b' dx, d-— = b" dx , . . . , d — — - 

dx ax m ~' 2 1 

• t v t - X , - » v 

fl m ~‘ 1 y 

et r accroissement de sera ensuite donné par l’équa- 
tion (a). :■ . 

On déterminera de même la valeur de > et de ses dé-' 
rivées pour x = a -f- a dx, a: = a ■+■ 3 dx, . . . . Ainsi les 
valeurs successives de y sont déterminées et, par con- 
séquent, y dépend de x et des m constantes b, A',!* • 

O ... .... y. • . . .• ,1 • 
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550. On peut encore démontrer l'existence de l’inté- 
grale, au moyen du développement de y et» série. Ei( ' ' 
difFéjentiant l’équation (j), on obtiendra successivement 

les coefficients différentiels ^ ^ ^ 


. r 5 : . . 5 • • • ? en fonction 

i7.r" l+l cL. r" ,+, 


, . dy d'“~'y 


dx • v dxf'-y 
d m+ 'y 


dz * ,+ 1 


=/ r»;.— 




c * 

d"‘~' y 
dx* 


)> ' i: i: 


d m+ -y ■ r ( dy d”~ 

.jja+r =/.'(■*» >• 7ü , '” , d? 


w— l ./ 


Maison a (I, 122) , . * • - . 

T (.*) = T <i) + T '(«) à) -+■ +...'•■• 

• " _ v -, • ... ; ? -; v '\ 

Remplaçant q»ï jt)- par r, ® (u)par f'(a) par £/,. . 
on aura donc - ‘ „ 

I y = b + b' ( x — « ) 4- b" -K . . • -h *<— 1 > J , 

I ' I..2- !.%...(/// 1.) 

I . ■ -f-/K M',--, »\ : 7 v 

F , K ■ 1 . 1 . . . m V . , 

v j \ m — : . • , .. . >• ; 

t \ * * . . * • w . V ( r . .* • 

j. : 

V*-*; *<--*!) r: — r L in+---- • 

On voit encore que la valeur de y renferme tft con- 
stantes arbitraires. 

En faisant a = o, on aurait le développement de l’in- 
tégrale suivant les puissances asccndautes de : mais, 
cette valeur pourrait rendre infinie la fonction ou quel- 
ques-unes de ses dérivées, et le développement devien- 
drait alors impossible sous cette forme. Il vaut doue mieux 
conserver la série (a)'SQUs sa forme la plus générale, en 
choisissant la valeur arbitraire «de telle sorte qu’aucune 
-des fonctions nfc soit infiniç poiv jea. 
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J$i. Réciproquement, tonie équation 

(3) _ Pf*, TrC, <?**.., c>- |) ]5=0, 

qui satisfait à L’équation différentielle donnée et qui ren- 
ferme m constantes arbitraires au moyen desquelles il 
soit possible de donner, pour x = a, des valeurs arbi- 

' i * y 

traites b, b 1 , b ( ’”~ ,) à y, jt-> ■ • • » »-i » cst identique 

. à l’inté grade générale. En effet, si l’on détermine ainsi 
les constantes, on aura encore pour y le développe- 
ment ( 2 ), puisque, l’équation (3) satisfaisant à l’équa- 

* . ' cf m y d m +' y 

tion (i), les valeurs de ’ ‘ t • > pour jc'.cu a, ne 

dépendront que des valeurs b , b\ b", . . . , b^'K 

»; ; 1 . - ■ • . 

' conditions que notT remplie use fonction pour être 
l’tMrfr.RALE d’une équation du ni '"'' ordre. 

532. Pour qu’une fonction renfermante/ constantes soit 
l’intégrale d’une équation' différentielle du m :i "“ ordrcj 
' ‘ il faut que ces constantes soient bien distinctes, é’est-à-* 
dire qu’elles ne puissent se réduire à un nombre inférieur 
à ni: Par exemple, l’équatioh , 


jr — ce 


-6 

- -+- ce 


semble contenir deux constantes arbitraires, mais en la 
mettant sous la forme 

' . • cerf S . ; 6'\ • V ’’ 

y=.e \ce 4- c'e ), 

V. r • > . ' • -, 1 

on YO.it qu’elle n’en renferme qu’une : elle ne peut donc 
pas être f intégrale générale d’une équation différentielle 

• du second ordre. 

Pour s’assurer que les constantes renfermées dans l’é- 

• quation intégrale sont distinctes, il suffira de chercher si 

elles peuvent être déterminées de telle soi'le, que y çt 
ses m — - 1 premières dérivées ajeut des valeurs données 
quelconques b, b', . é-, » pour une valeur donnée 

de x. 


*• 1 


• • 1 > 
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553. Par exemple. soit 

X* , a : x 
Y ~ ce -Hcc , 


’/f ; 


w 

on en tire 


± : 

dx 


Str J , a'x 
: cxc -f-C a c , 


et si l’on résout ces deux équations par rapport à c et à c\ 

le dénominateur commun des inconnues sera 

v • + t * ^ U 

. («-»-*)» 

• ( x a ) e . i ; 

I.es valeurs de c, et de c' seront donc finies çt déterminées 
si « est différent de a',. et dans ce cas l'équation (») sera 
l’intégrale générale d’une équation différentielle du se- 
cond ordre. Il n’en est plus ainsi quaitd a rs x r . comme 
on l’a vu dans l’exemple précédent. ' . ’ • ' . . 

• 554. On reconnaîtra de même que • •• • 

’ : . " ■ , y 4= csinaa: -H c'sin xx ' ' . 

' • t . ' X 

est Finlégrale générale d’une équation différentielle du 
.second ordre; mais l’équation - ' ' ■ 

(î) y = csin(x -H «) -H c' sin >( x -H *') -H c"sin (jc -H a"! ' ' 

• , * » * 1 * 

Ue peut pas être l’intégrale d’une équation différentielle 

du troisième ordre, eyr on a, ’■ « 

■ ■ d r •' - ' :• : i *v? 

' (?) ‘ ~^=c cps(a? -H a) -H r'cns(.* +y ] + f' cps(j:-H x").' 

(tJC h 

(3) ^y4==— csin(jr-H«) — c'sin (* -H*') — c'sin ( j: -H a").- 

. ÿ 

. -Or, il résulte des équations ( 1 ) et (3) . ■ . 

- d-y , 

~dië~ J ’ ' - . 

J • V • / v - 

«t, la valeur dey étant déterminée, on ne peut p^sdonner 
d’y 

de valeur arbitraire à -H-- Un le voit d’ailleurs sur l’é- 

7 - 

quation même eu l’écrivant sous cette forme , 

y ±= ( c cos a -H c' cos a' rH c" cos a" ) fin * » * ' 

-H (csina.q- c'sin a' -H-c" «in *") cosi-j 
ou ’y^A sincyBcoir, • • *• • *V 

et ellciie 'renferme que deux constantes arbitraires \ et B. 
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INTÉGRALES DE DIVERS ORDRES d’pNE ÉQUATION • 

. ' 

. DIFFÉRENTIELLE. 

* * * „ f 

555. Une équation différentielle de l’ordre m a pour 
intégrale une équation de la forme > . . 

(0 -, j.-, y, c, c', c*, . . . , c(— '>] = o. 

Puisque les constantes c, c',..., n’entrent pas dans 
l’équation différentielle, celle-ci ne peut se déduire- de 
F = o qu’en la différentiant m fois, et éliminant ces 
m constantes entre l’équation (i) et les m équations dif- 
férentielles ainsi obtenues. Or cette élimination peut se 
faire de plusieurs manières. 

Si d’abord on ne veut éliminer qu’une constante c, on 
pourra différentier l’équation B’ = o après l’avoir mise 
préalablement sous telle forme qu’on voudra, puis on éli- 
minera c entre l’équation F = o et sa différentielle. On 
peut, en particulier, résoudre l’équation F=o par rap- 
port à c, soit u = c, puis différentier celte dernière, -ce 
qui fait disparaître la constante. En éliminant ainsi tour à • 
tour chacune desra constantes e, é , J ...., on obtient 

m équations différentielles du premier ordre dont, cha- 
cune contient seulement m — i constantes. Ces équa- 
tions sont dites des intégrales de. l’ordre m — i. 

V • t »■ * » 

556. Pour éliminer deux constantes c et c\ ou peut 
différentier deux fois de suite l’équation F = o : on a 
ainsi trois équations 

F =,o, WF = o, d l Y — o, 

entre lesquelles on éliminera c et c'. On peut aussi eli- 
miuer c entre F = o et WF = o, puis éliminer c' entre 
l’équation ainsi obtenue et sa différentielle. De quel- 
que manière que l’on opère, on doit arriver à la même 
équation différentielle du second ordre; car si l’on obte- 
nait deux équalioûs distinctes du deuxième ordre, .en 

éliminant entre elles on aurait une équation du 

II. a' édifion ' "• ' 1 i * . • 6 * * 
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Sa V- cours d anal Vsà. '* ; 

premier ordre de la forme ■ _ 

(*> J', <?i c*-, • — o. • 

En diiïérentiant tfi — 2 fois cette équation, oq aurait 

, . dy d m ~' y 

m — 1 équations entre x,r, -j -»•••» . 7 et m — 2 ton- 

(1 JC ûx v . 

stantes, c’est-à-dire plus d’équations que d’inconnués. 

On ne pourrait doue pas se donner les valeurs de y, 

dy d m ~'y * 1 ' 

pour x = a. 

dx dx"-' 1 - . 

En éliminant successivement deux des ni constantes, 
' — équations différentielles du deuxième 


' On aura 


1 .2 


ordre contenant chacune m — 2 constantes et qp'on 
nomme intégrales dé l’ordre m 3. Trois intégrales de 
Cet ordre peuvent remplacer l’intégrale , générale, car on 

la reproduit en éliminant entre elles ~ et —■ • 

, „ dx . dx‘ 

, Oo 7 , On pourra de même éliminer un nombre quel- 
conque de constantes et parvenir ainsi à dès intégrales de 
l’ordre #/a — — 3 , de l’ordre m — 4 » etc- Si l’on élimine 
toutes les constantes moins une, on aura m équations dif- 
férentielles de l’ordre ni — - 1 qui seront dîtes des intégmles 
du premier ordre. Si entre ces /«-équations on élimine les 

dy d*Y d * — ‘y ■ 

m — i dérivées •/ > ^ > on retrouvera l’équa- 
tion primitive F = o entre x, y, c, Il suffira 

donc, pour intégrer l’équation 




ll ‘"j 

dx"‘ 


Zf {*'*'%?' 


d"‘—'y 


dx m 


0 : 


d’avoir les /// équations intégrales du premier ordre. 

■ 5 o 8 . Les intégrales <lu premier ordre permettent de 
-déterminer les constantes c, e' r . . , , c im ~ t) en fonctiou 

de .r, r % * ^ èlx * es Solvant çar .rapport 


QüARAïWat-QVA’rtllÉTIïE LEÇON. 'SS 

aux consumes et en désignant, pour abréger, les dérivées 
de y par • on aura m équation&de la forme 

e=f[x, j, jt™-' J] c=«; 

d’où l’on tire 

du du . du „ du d m ^ ’ • 

dx dy J df J , <£-(— » rfx" 

* f 

Mais On a —/[•*, r, ! . , r(— 1 >]; 

on aura donc 


:A 


du du 


du 


du 


< 3) + •• 

Cette équation doit être identique, car autrement elle 
établirait une relation entre x, y, . . . , y'' m ~ l , ] , et l’on 
. ne pourrait plus se donner les valeurs de y , y',..., 

'pour x = a. ■••••; 

• Ainsi les équations du premier ordre étant mises sous 

. la forme _ ' 

lt—c, = * 3 =s t",. • -j 

toutes les fonctions «, satisfont a une même équa- 

tion aux dérivées partielles. 


INTÉGRATION DE LIQUATION ~ .= V. 

559. Soit proposé d'intégrer l’équation 


- v «■ 1 V i' > ' . 


dx» - ■ ’ : 

C ■ ■ i* . f ■ ■ " • • ' ' 

v étant une fonction de x. On en décLuit 
d 


djf 1 - 
d‘ 


vdx c, 




fj- ==^' rfx i’<ix c* c', 


l- •.*» i • ’ ■ w ’ + + c% 


—V -, 


6 . 
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et ainsi (le suite. Donc, si l’on désigne en générai par 

Jvdx n l’intégrale J' dx J' dx... J' vdx qui résulte de 
n intégrations successives par rapport à x, on aura 


UJ 


-/■ 


rdx* 4- cx"~ l 4- c f xf ‘~ 1 4- ... 4- 


360. L’intégrale multiple qui entre dans la valeur 
de y peut s’exprimer. à l’aide d’un certain nombre d’in- ■ 
tégrales simples. En effet, l’intégration par parties donne 
successivement • . • 

,C dx J vdx — x J vdx — j vxdx, 

J* /dx 3 —--~- ^ J " — 2 xj'vxdx 4 - fx 1 dxjt 

• • ,« # a» * 

- / x’ f vdx — Zx' f vxdx \ 

Ldx ‘= — 4 j J ), 

, . " *"*" V. 4- 3 J? Çvx'dx — j vx? dx J 

* • <r * * ■ • * 

et ainsi de suite; 4’ où l’on conclut, par induction, 

y, i ^ |~ x n ~‘ J'vdx — (n — i)x“~ , J' vxdx 

J = j'vx’dx...±fvx--‘dxj 

Pour démontrer la généralité de cette formule, il sufl(it 
de montrer que si elle est vraie pour une intégrale <de 
l’ordre «, elle conviendra encore à une intégrale de 
l’ordre n 4- 1 . Or on peut mettre l’équation (3) sous 
cette forme , 


/ vdx“ — ; — 


nx"~' j t >dx — n (n — i) ^“~ 7 J v *dx . 

+ f^d*...±: f ,Jvx° r dx-j 
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quarante-quatrième leçon. ‘85 

, ' K’ , , ' 

Si l’on multiplie les deux membres par* dx et que l’ou 
intègre par parties, on aura . - 


_ I ■ x* I vdx — nx*~' I vxdx • , 

fodx* + ' = ‘ — î— I f : J 

1 ■ i' f ■ n(n — i) , 1 C , 

il — n ' - — dzn I t’X" dx. 

1.2... .«L -'«.a JJ 


Mais 

donc 


. " , n(n 1 ) ,, . , ■ , 

i — n H a - . • • ±« ;= (i — i)"±i-=±; i; 


_ . x" I vdx — NX* -1 / vxdx 

JTT i.a... * n[n — i) f f , I'. 

J - - ^ - x n ~ t J vx'dx -^. . .tp J iCc" dx J 


] : 


ce qui établit la généralité de la formule (3 ). 

■' . / . •■*-•••' - •; • . ‘ 

* 561. Enfin l’intégrale multiple I vd. r" peut s’expri* , 

• . ' * ~ ' 4 / * 

• mer par une seule intégrale simple. En effet, donnons , 
aux intégrales qui entrent dans l'égalité (a) les limites a 
et x ; posons y =t f(x), et, dans le second membre, rem- 
plaçons x par z sous le signe J : nous aurons 

• , * ' 4 , » t 

[ *— 1 f(z)di—(n — 1 ) x" -1 T • 

ou bien, en faisant passer les facteurs constants sous le * * 
signe ^*,.et remplaçant la somme des intégrales par une 
intégrale unique, • . ' 1 
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562. Cette dernière- fownuleconduit à une nouvelle 
démonstration de la série de Taylor. En remplaçant jf(jî) • 
par f (n+tl (x) et « par n + i, on aura 

• • ' . ' ' i i ■ ■ ; * . r . 

* , . « t * a ■ . *. * r v 

Ç , (.z) dx"^' = f (z )(«-*-**" dz’. \ j 

J a 1,2 ■ i 


D’un autre. côté, 




f f^)(x)d.rf + '=/[x)—/(a)—/ / (a)(x — a). " ’ _ 

•/« ' • , ' * # r -v , 


—a.* æV ' Lr — -a\ n 

" /U\ > _ . "4 . /*» 1 _zL - 


■/"(«) 


) .2 




1.2.., /I. 


donc on aura , . . 

Vw =/(«) +/ f î«w* - •#' > ; ^) f -^“ -h* ••• ' j • 

>v •> : . • : •. l f* • 

■ ^ ! * • /rjJ. f /*^ > i • 

a . — i*/ ( Z V( J: — #•*» 

■ ;”i .S^ îïV*,,. ■ y • ■"•*»»>• ; 

et, si l’on pose x=s a -+- /*, ‘ z = a -f- h — t , ‘ . • v. , 

. ,£( ^ ...1.,;'. • i-- *W1.«**i* ■ .; 


Pi 1 1 • 


\ ■ /(« -M) =»/(*) -h/'W) h.+f (.<* ) ■■ - V«'-; ' 'tnt • • 

- - **'•' : H* ■ ■ ■' ' 


. ')'■ “t 


W r : 


V » 


r 1 


V-. A ’t : 




. I. ‘ • r 

N 

-w .• ... *• Lu-»* ' Y’"» 

, • 1 • a • . * . . .* ■ 

» • 4 * • * ■ .V . e 

■ ■ .. ; ■ 1 , ■ 

\v • 1 • j 4 •. .« v > ; > ». x r r .»». 

.... • . ■ , . v 


/»! .» IH.-.niU" • ni.' 1 ' . l.»‘ * * - ,f ’V'- :?'• 
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QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS D’UN ORDRE 
SUPÉRIEUR. 


Équations de la forme, / 


dx" 


V £V\ _ o 

~'\dx" •)’ 


' /• ! <rA - .' , . - , v „ 

1 I -j-) I = 0 . — Equations susceptibles U 

* dx m /. 

Applications géométriques. — Équations homogènes. 


Équations de la forme’ 
abaissement. — 


J 


(<) 


, ( d m * v d m r\ 

ÉQUATIONS DE LÀ FORME J ^-^£p ) = °- 

» *. 

563. Soit d’abord l’équation 
d 

' " rAr 1 


11— f(ÿl\ ' ■' . 

>’ 7 \,jAc/ . 


Çn posant p*. on aura ^ = /(/>) 5 d’où 


dx 


‘ {'* ) - 


J Ap 


»' , *S! 


ci- 


Si l’on peut tirât de cetlc équation p en fonction de ( jr, 
on aura - 

P ~ V i x ) ou dy = y(.r)dx\’ . 

d’où t . • > 

(3) * Y — f, (x) dx c’. 

. ,. - ï’>: 

Cette équation est l’intégrale générale, car elle contient 
deux constantes arbitraires c et c‘. . 


564 
leur de p 


Si l’on ne peut pas tirer de l’équation (a) la va- • ‘ 
p en fonction de a?, on aura , ' . ,, , * 
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on éliminera ensuite p entre les qqualions (2 ) et (4). : • 

<)0o. Exemple. Trouver lu courba dont lè rayon de 
courbure est constant et égal à a. ' . 

L’équation différentielle du problème çsl • * • • ■ 

d _P • .. .. .* . 

dx 

1 , • ‘ • > : >v 

On aur.a donc dx — — “' lp 3 .; d'où . . 

(i+P’)* " / 


. [V . ' » - -g= 1 — -t-r, ' , • 

• » • V ' . ^ , yjl+p- 

ht ensuite dy pdx ~ ~ ap ^ l -— i d’où l'on tire 


131 . ; '• > = - 


h -\-p 2 


:* En éliminant p entre les équations ( 2 ) et (3), dai aura 

1 , ( 4 ) . ’ [y— e!) 2 z^a 2 , . 

équation d’un cercle dont a est le rayon. 

4 , On peut aussi tirer de l’équation ( 2 ) la valeur de p en 
. *. " fonction dq'x; on a • > • 

.* I . * X Ç ' . * 

•. , 'J <Ja 2 — (* — ej* ./ . ' 


c'-pst-à-dire dy = 


(x — c)dx 


. _ \/n 2 — (x — c'j 1 

d’où, en intégrant, 

*• * • r / I ■ ; ■ - " 

JT— c= — ÿfl- — (ar — cp 

'■'.«♦enfin.'. (<r — c)’-f- (j- — d) r z= a 2 . ■ ■ ■ .. 

• , 56b. Plus généralement, si l’on a l’équation 

Æàu,». : 
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ne contenant que deux dérivées consécutives, en posant 

d’—'r ’ . . d"r dp , 

v. ^ = dou 


l’éqüation proposée se réduit à 

01 . 


on déduit de là 


dp 

tir 


!£=/(/»)> d ’°ù dx — jt- et x=Ç4/^+c. 


Ar ** X= /7W 

Si cette équation peut être résolue par rapport à p, on 
aura p sçiç (x) et (559) 

y — f ? (*) Àç™*' l-'x” 1 - 5 -f- c"xr-'. . , 4- ' 

• * , ■! * 

Si p 11 e peut pas s exprimer en fonction de x , on aura 

• ’• d—'jr 


ou r 


donc' 


f/jT-' 

,/<■— 3 y 

d. — ~ prix 


tir "‘~ 3 f 

dp 


' pdp 


f(p) 


Pdp 

ApŸ- 

+- d. 


en multipliant par dx = et intégrant dé nouveaux - 
et ainsi de suite. 

. ; , t 

( r y \ ^ 

ÉQUATIONS DE LA FORME fl - -, — \ Sx o 

J \dx*-* r/W ■ 

y. r* * . . 

r . 567. Soit d’abord — f ) . 

En multipliaut les deux membres par 2 dy et inté- 
grant,. on aura • 

■ • * -‘.v 


* < . 
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<kr 


d’où l’on tire dx = 

■■ •• . vr + 2j/(;') f <r 

dy r 


>4 ’V » *V 


et enfin x — 
068. Exemples. 


• + /ï? 


-+-*J’f(r)4r ■** ■ 


d}y 

dè+ n *'=°- 

■ . \ 


On 


aura 




dx 1 ■ ■ - ■ 

_1 rfr'. ' . 


ndx : 


, t .. 


v/ c ~. ' 


♦. K 

* j = csiri («x -t- c') ou , y = A sin h* 4 - 1} cos*.r, 

A et B désignant deux constantes arbitraires. 
d-y 


. a“ > 

(dy 


dx' 1 


n'yxxa, 


• * . dy • • 

rfjr l yjr 1 + c> ; 

(1) , . Jf-t-.vV -+- c’= , c'e“; 

on a d’ailleurs. • v \ . ' , 

(r + v'*’ +V) (— J -*-vV -+- c ’) — 

d’où • < • 

(»)• ■ • • ' ■ + 7^- 

• • /'* ; * 

On tire des équations (r) et ( 2 ) 

• • ■* ■ * *-v* 1 '**'?•* T • \ 4 

y== — c'e" 1 — -r- e _,,x ou ' r = Ae" x 4- 
J 2 îi c* f ' '1 

5(59. Pour ramener au cas précédent (5B7) les équa- 
tions de la forme ’ \ r ; ’ • * ' ' ’ ' " • ' , 

' / /^v 

. dx” ) : .. 

( • ** t ^ 

il suffit de poser ; == />, d’où 1^/ . 


' *«# .* *.’ • .*•« “ * 
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•oxi aura donc 


^ t=. V e + *'ft[p) dp =>A{p), ’ . , 

• .■ . J iK/»)- ■ , . . • 

, - * - • • { • 

Si Ton peut résoudre celte équation par rapport à p et 

en tirer 7 » ou — ©(a?), l’intégrale générale s ’oh- 

^ _ ■ y . * • « * t ' • •€ ' •.. . '» ■ 

tiendra au moyen de «i — ‘ i quadratures qui introduiront 
m — a nouvelles constantes arbitraires. 

Quand l’équation ne peut pas être résolue par rapport 
à p , on opère de la manière suivante. 


d’où 


( a ) 
r- 


On 


~r~ - — = p , d’où résulte’ 

. t a.rf « , • 

' <l m - l r , pdp 

d -, — =z pdji = ■ :■ 

• • djrf t ~ i 4* ( #' i 

d - 


donc • . 

Oïl trouvera de même 


~*) m _ p M» . ... 

J ■Hp) 


'■ j _ r pdp_ r jp ,, r <tp m 

• <£r*7* J -HP) J j M J ’K>) ’ •• 

et ainsi de suite. On arrivera donc à uue certaine équation 

(3J . • - 4 >-=F(p), • 

’ . t _ ( 1 ; 

contenant /if constantes arbitraires. L’élimiuàtion de . p 

entré les équations (a) et (3) donnera l’intégrale générale, 
équations qui peuvent s’abaisser a un ordre 


INFERJEUR. 

; e.- •• » 


o7ü. Soit l’équation de l’ordre m 
" I_ ' [ d n y d n+ 'y d * 

: • T- jf’ 


'd’y. 


-vltrim. 


JL 

dx" + ' 


ï) = , 

dx m J 


En posant == p , on la réduit h 

/ dp d m -"p\ 
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ga coürs d’ avalise. 

Si l’on peut intégrer cette équation qui n’est que de 
l’ordre m n, et ensuite la résoudre par rapport à x ou 
à p , le calcul s’achèvera comme dans le cas précédent. 

' • • • * . ' i *1 «A 

571. Soit l’équation 




dy d\y 

dx ’’ dx 1 ' 


• y 

‘J 


fi m y\ » -V 

) 3= O, 



qui ne contient pas x. On peut en abaisser l’ordre d’uoe- 
unité en prenant y pour variable indépendante .et fai— 
dy • * 

sant -~=xp. Ou aura * . ,r 1 '■ 

dx ' ' ■ 



i- < . . - - . . . . ' . 

* V 

En général, > considérée comme fonction de/>, sera 

du (« — i ) iim ’ ordre; en substituant çes valeurs dans l’é- 
quation (t) on arrivera donc à une équation de l’ordre 





d m ~'p \ 

) ■ . 



dont l’intégrale renfermera ni — 1 constantes arbitraires, 
et l’intégration de l’équation dy —pdx fourbira encore 
une autre constante. - , „ 


AfPUCATlONS GÉOMÉTRIQUE*. . * | 

* * * ' * i ‘ " "i 

572. Quelle est. In courbe dont, le rayon de courbure 
•est' en Poison inverse de l'abscisse? • ■' 

IV équation différentielle du problème est 

'• • (i -h p')î 

. — — » « 

dp a.r # 
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V, * . 

en appelant — le produit constant du rayon de courbure 

A *’» # * » ’ • 

par l’abscisse du point correspondant de la courbe. On 
déduit de là 

a' dp - 

2 xdx ~ î • 


et, en intégrant, 


d'où 


_ a V> 

\l Irf- p 1 


P — 


= -i -c'. 


, . — (JT'.-f-e 

et, en intégrant de nouveau, 

■ - f. (x 1 c) dr 

3 J V>i — . 

Cette équation représente la courbe affectée par une 
lame élastique, quand, une de ses extrémités étant Gxée, 
l’autre extrémité supporte un poids ^ on lui donne, pour 
celte raison, le nom de courbe, élastique. 

573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
être une fonction f(x) de l’abscisse, on aura l’équation 

• • : 

dx 


d’où l’on déduira 


= f- 

V i -+- p 1 JJ 


dx 

/V) 


-t- c. 


Cette équation, étant du second degré, pourra être résolue 
par rapport à p. Soit alors p = <p (x), on aura 


■=/f( 


x) dx c', 


équation de la courbe cherchée, qui renferme deux con- 
stantes arbitraires c et c'. • • 

* . 4 * ' i • 

374. Trouvé r une courbe dont le rayon do courbure 
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soit proportionnel a Au' longueur de la normale "com- 
prise entre la courbé. et l'adte ries X- ' 

L’équation différentielle du problème est 


(>r 


(» 

ri p 

clx 


= "/(> + p*Y> 


n désignant une constante positive ou négative* "Selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport à l’axe 

des a? (1, 235). * -..Y'.. . ... 

En prenant > pour variable indépendante et rempla- 
cé pdp • - ; v • 

çant — par -^-5 on aura. v . 

: . • & _ *p4p : : ' 

■ On tire de là . 


T 1 


'<* / 


.y s - * , • . . > 


, OU 




donc 


Ve-f-" ■ 


, rfr 

et en remplaçant p par 


(*) 


llx — > 


dy 



a 

y\U 

ci 




■ i 
‘ n c 


— i dy. - 


Il suffit de prendre ce radical avec le signe -f-, car le signe , 
- — conduirait à la même intégrale. 

Celte équation peut s’intégrer d’après la théorie des 
intégrales binômes : ... ’ , 

i° Quajpd - çst un nombre entier ( 1 , 333), c'est-à-dire 


: . k “r 

? . . k 


! *. V < • t 

* • t m *. pi^itKçd.by (anOOgie 


r 


» r 
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quand n est un nombre entier pair; a° quand - — - est 

un nombre entier (I, ‘Sol) , et, par suite, quand n est un 

nombre entier impair. En résumé, /» doit être un nombre 
* t ’ 
entier. 

Examinons les cas particuliers dens=±i, n = ±ï. * 
' i n .n~ s — p,t ^'l’équation différentielle sera 

v; : ' . 

d’où (jt- — e') 1 4 - r J = r*. - ' • 

• > J : 

Cette équation représente tous h:s cercles qui ont leür 
centre sur l’axe des or. 

- ' a D » dans ce cas, où la courbe est convewe vers 

l’axe des je, ou a . •* • 


dx - 


cdy 


\jy‘ — c 2 

d’où x = cl [y -+■ y/j- 3 — c 1 ) -f- f. 

’ . * * t f 

Si l’on détermine h de manière que pour v = p ob ait 
X = c', il faudra que 
i • d ^ss clc k ; 


d’où 

ce qui revient à 


x — c' _ v y + \J y* — & 
— " * * 


x — c ' 


• -H y 'y 1 — c 2 = ( 


(«) 

Mais on a 

{y -f- V’> J — c 1 ) (y — \'y 2 — c 2 ) = c 1 ; . 

donc on aura 


' (P) r ~^y 2 —c’=ce c . 

Donc, en ajoutant membre à membre les équations (*) 
et ((3), on aura pour l’équation de la courbe 


r=,-«V‘,+, 


( . » 
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Cette équation est celle d'une chaînette. Par conséquent 
le cercle et la chaînette sont les seules courbes dans • 
pj g ,, 5 i lesquelles le rayon de courbure soit égal 
à la normale, avec celte dillérence que 
ces deux ligues coïncident dans le cer- 
cle, tandis qu’elles sont situées de part . 
et d’autre du point de contact dans la 
chaînette. ' * *■ -* ■ 


/ . . 

y 

X ' 
\ * 



• 

\ • 

t 




3 ° n — — -a : on a l’équation différentielle 

dy 


dx ~ -a 83 ■ =,» ou — : 


dy _ \jry — y \ . 


Or, cette équation représente (I, 249) une cycloïde 


Fig. 116. 


y 

». • ✓ . 




C 




y . \v 

0 * ) 

y • 

0 

A ~N\ D 

B x 


\e 

y 


4 ° n = 2 : 


dx = 


dont la base est sur l’axe 
des x et dont le rayon du 

cercle générateur est — On 

sait en effet que, dans cette 
courbe, le rayon de cour- 
bure MK est double de la 
normale MN. 

\/ë dy 


s! y — c 

d’où (x — c'Y = ^c[y — c); 

cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
l’axe des x pour directrice. 

ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 

575. On peut abaisser d’une unité l’ordre d’une équa- 
tion différentielle lorsqu’elle est homogène par rapport 
■h y et à ses dérivées; soit 


(0 


/ dy d*‘r\ 

1 [*• » 


une telle équation, et soit n le degré de l’homogénéité.- 
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On pourra la mettre sous cette loripe 


y? 


i*> 


/ dy d 1 y d" y' 

( dx dx 1 dx?' 

V ■«* — » 


y 'y 


F = O. 


Faisons 


y —e!' i ' u , d’où 
dy 


: cf"‘ h U, 


dl y _ eS -is tdu 


dx 

tL 

dx 2 

d 2i 

dx 


K dx 

d-u 

\dl- < 


+, 




ïu%i+,.-y 


dx 


En substituant ces valeurs dans l’équation (2), 011 aura 
évidemment une équation différentielle de l’ordre m — 1. 

576. Exemple. 


d ‘ Y l_ dy j ^ 

dx 1 x dx x 1 . 


Posant ) = c s "' u cl substituant les valeurs de — et de 
‘ dx 


±1 

dx 1 


OU 


trouvées plus haut, on aura 


du 

dx 


B 1 + - « : = 0, 

X X 1 


x.du udx U'x 7 — 1 

7 / 1 — °- 

dx x 


Posons ux — z, il vient 

dz z» — 
dx x 

ou, en séparant les variables, 
dr dz 

d’où l’on lire 


= 0, 


■1 « : 


X 1 X‘ — C 


II. 2* édition. 
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et, ensuite, 


( 


r == <-/«* = c' — — - = C'x — - • 

.r x 

577 . On traite de la même manière toute équation 
/ dy d , r d m y \ 

f V’ Tx' 'rf?’"’ Ihr j = °’ 

qui est homogène par rapport aux indices des différen- 
tielles, c’est-à-dire dans laquelle la somme des indices 
des différentielles de r est toujours la même; car si l’on 

pose y- = p. l’équation deviendra homogène par rapport 

dp d' p 

a P , — » 


d m ~'p 

- Exemple. Soit 

o 'ÿ-yitï- 

Cette équation revient à p ou 

dp 
dy 


’ dy 7 dy- ’ ’ dy " -1 


( 2 ) 


dp 
dy 

~P/{x)—Oy 


équation homogène par rapport à p et à Si l’on fait 

d’où ~=ue J w /, 

< l J 

011 aura, en portant ces. valeurs dans l’équation (2) et 
supprimant le facteur commun e JW - r , , 

“=/(/); 

- donc P = — cffO rU r, 

c 

et, en intégrant de nouveau, 

x — c 1 -h c j' e~H (yM dy. 
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EXERCICES. 

\ . Intégrer V équation 

' A 


2rf/Vfe+_rVx 3 —yd' ydx ~ 

A Aï variable indépendante. 

. Solution. 

x ~.& +- \/%ey— c’-f-arceds^-^-^. 

c y 

‘ 2. Intégrer f équation 

dx* dy — xdé’d’y r= arfjrfj • 

<to " %" f//c ds^y/'dx^ + fly 2 ci S MI prise pour vrtrialAc indé- 
pendante. ‘ • - • • ■ 


Solution. 




3. Trouver la courbe dont le rayon de courbure en chaque point 
est égal à la distance de ce point à un point fixe. 

Solution, f. 'équation do premier exercice où l’on mellrait r et 9 
à la place de y et de x. 

4 . , Intégreé l’équation 


Solution. 


,p y _ r, ’b ^y 

- f[j) Tv\ lx*’ 


tùp 


~ ~ e" //(v) " r [c — 2 f cl iW+ dj J, 


-*Si 


dr 


• i 
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QUARANTE-SIXIÈME LEÇON. 

. O • 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND . 
MEMBRE. 

Définition. — Propriétés de l’équation privée de second membre. — 
Équations à coefficients constants. — Cas des racines imaginaires iné- 
gales. — Cas des racines égales. — Méthode do d'Alembert. — Autres 
méthodes. 


DÉFINITION. 


578. On appelle équations linéaires les équations dif- 
férentielles dans lesquelles la fonction cherchée et. -ses 
dérivées n’entrent qu’au premier degré et ne sont pas 
multipliées entre elles. 

Leur forme générale est ’ 


(I) 

P, Q, 


<l"‘ y 

dx" 


i d"~'y „ d m ~ 1 y 


+ •*■-+- T 


dy 


dx"~' ' v rÉr "“ 3 ' * dx 

, T, U, V désignant des fonctions de x. 


u>=v, 


PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES PRIVÉES DE 
SECOND MEMBRE. 

579. Nous considérerons d’abord l’équation privée de 
second membre 


(H) 


d m y d m ~' Y 

— -4- P — - 

dxT dx 


dx"'~ 


dy 

■-..-f-T-f uy=o. 

dx 


Si des fondions particulières y,, y,,..., y„ satisfont à 
cette équation, la somme de ces fonctions et même la 
somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques c,, c„. . ., c„, y satisfera également. 

En effet, si l’on pose 

y — c,y, ■+• c,y,-y. . . + r,y H , 


X 
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df_ dy i dy, dy„ 

dx~ c ' dJ + c '~dï 

d'y d'y,-- d'y , J rf 3 r« 

,lx' Œ *' rfx’ + Cj dx' + • • • + Cn d.r' ’ 
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d”y d m y, ' d m y, d m y„ 

dxT ~ C ' dr" Cl dx" . '■ C " dx " 1 ' 

La substitution de ces valeurs dans l’équatioq (II) lui 
fait prendre la forme . „• ' • 


c 

' \ dx" 


d’-^'y, 

dx"'~' 




' (4£ + *4^- + - • * + T ê + u - r ’) 


o. 


Or, chacune des parenthèses étant nulle par hypothèse, 
l’équation se trouvera satisfaite. Celte propriété n’appar- 
tient qu’à l’équation privée de second membre. 

580. Il suit de là que si l'on connaît in solutions par - 
ticulières de l'équation (II), on aura V intégrale géné- 
rale en posant 


y = c,y ,—t- c,y. 


C «J« > 


pouivu que l'on puisse détennincr les constantes de ma- 
dv d" — ' 

nière à donner à y, — — des valeurs arbitraires 

J dx dx " -1 

pour une valeur quelconque de x. 

Ces conditions ne pourraient pas être remplies s’il 

existait une relation linéaire entre quelques-unes des 

fonctions^, j*, . . . , y m . Par exemple, si l’on avait 

y, — ay, + by, , 

on aurait 

7 = («h -H or,) y, -+- (>, -4- bc,) y, -+- c.y, ■+■ . . . + c m y r . 
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et cette expression ne renfermant que m — i constantes . 
arbitraires puisque c, 4- «c s et c, -4- bt 3 ne doivent comp- 
ter que pour deux constantes, ne peut pas être l’intégrale 
générale de l’équation (II). 

581. L’équation linéaire étant homogène par rapport 
à y et à ses dérivées, 011 peut en abaisser l’ordre d’une 
unité, en posant y = e Sudx (375) ; mais elle cesse d’être 
linéaire. Elle prend alors la forme 

(III ) 4- ... 4- («’" 4- P«"-' 4 - -K . .4- U) '=s (X. ■ 

* \ s * . * 

Cette équation est plus compliquée que la proposée ; - 
mâis elle fait découvrir plus facilement certaines inté- 
grales particulières. Ainsi, quand une valeur u r, indé- 
pendante de x, annule le polynôme 

( 1 ) «"-i-Prt"— ' 4 -Q«" ,_î 4-...4-U=/(«) 

l’équation (III) est satisfaite par u—r , car les dérivées 

du d 1 u d m ~' u .. , 

— 5 • • • » sont nulles : par conséquent i équa- 

tion (II) est satisfaite par y ce s udx = ce rx . 

■ v 1 

ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS OWSTANTS. 

582. Dans le,cas où P, Q,..., T, U sont des constantes, 
l’équation f{u) = 0 n’admet que des racines constantes 
r, , En les supposant toutes différentes, on aura 

donc m solutions particulières 6 r • *, e r »*, . . . , <f mX , et l’in- 
tégrale générale sera 

( 2 ) y 4 -e,e r >* -4-. . . 4 - c„c J V*. 

Pour le démontrer il su fût de faire voir qu’on peut 
déterminer les constantes <?,, c,,. . ., c m de manière que, 
pour une certaine valeur de .r, par exemple x = o, la 
fonction y et ses m — 1 premières dérivées aient des va- 
leurs arbitraires b , b\..., V n ~ 1) . En effct^dc l’équa- 
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io3 


lion ( 2 ) on lire 

(3) ~ —c,r, <?>*■+■ c i r J e r '* + . . . + e m r m c r >» x , 

• ^ ^==c,r’e , '*+ r,r’ -f-c.r’e'» 1 , 

, « . . . * 

et, par conséquent, en faisant xz=o dans les équations 
( a )i (3)» (4),- ... on aura 

! Cf 4- c, 4- c 3 4- . . . .4- c m = b, 

I c,r, +c 1 r J + Cjr,4-... + r OT r (> =6', 

(C) }c>r]+c,rl+c i rl+...+ c m ,l==b-', . 


»n—i . __ m — 1 m — 1 , ni— I » , -, 

\ c l r ) +e,r j + c 3 > t ~c a r m — b("- 0 . 

Multiplions ces équations respectivement par /., //, À",..., 
et 1 , et ajoutons-les ; en posant 
k -4- k' r 4- A" r 1 4- ... 4- At™ - ’) r *~ 1 4- r* -1 = tf (r), 
on aura 

— kb 4- A'é' 4- k"b" -4-, . . 4- b'- m ~*K 
On éliminera Cj, c c„, en prenant pour y (r) une 
fonction telle, que tj>(r t ), (j)(r s ),..., <jp(r m ), soient nulles, 
mais que <y(r,) soit différente de zéro. Ces conditions 
seront remplies si l’on pose 

?('•)=('• — r.) (r_r 1 )...(r— r m )= 
d’où ^(r, )=/'(/•,) 


et 


i(— •) + ... 4 - k"b"+ i'b'+kb 


‘ .) 

On aurait de même c t , c*,..., c,„. Toutes ces constantes ont 
des valeurs finies et déterminées, puisque^ (r,), f (r,),.,., 
ne sont pas nulles (*). 

( *) On pourrait aussi démontrer ce résultat en observant que le déno- 
minateur commun des valeurs des inconnues c,, r-,, c,,,.., r m , dans les équa- 
tions (C ), est égal au produit de toutes Jes différences des quantités r,, r,, 
r ,,. . ., prises deux à deux, produit qui n'est pas nu), puisque aucune de 
ees différences n’est nulle. 
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Si l’on donnait les valeurs b m ~' 1 , de y et de ses 

dérivées pour x= a, il suffirait de changer, dans la va- 
leur de j - , x en x — a sans toucher aux constantes, car 
l’intégrale ( 2 ) peut évidemment s’écrire . ' • 

- y = c l e r ' (*-“) h- c J e r ‘ (*-*) 4- c m t r m(*~ m ). ' 

• ' , 1 

.En prenant ensuite les dérivées et faisant .r— a, on re- 
trouverait les mêmes équations (C) pour déterminer c, , 

% ^2 9 • f • •) C m » 

Exemple. 

On a 
d’oit 
et 

CAS DES RACINES IMAGINAIRES INÉGALES. 

583. Lorsque l’équation 

f[r) -3= /•" , 4-Pr." , ~ l 4- . . .4“ Tr 4- U = 0 

'a dés racines imaginaires, la formule 

y = e,e r,M + c i e r ' x -\~. . .-t- c„c r ~ x 

représente encore l’intégrale générale, mais elle renferme 
des imaginaires. Pour mettre l’intégrale sous une forme 
réelle, observons que les racines imaginaires doivent être 
conjuguées deux à deux si P, Q,,.., T, U sont des quan- 
' tués réelles. Soient donc 



1 • 

( ■ A ~ • ’ 

r, =: a -f- g y — I, r 3 =a — 6 y — I, 



011 

aura 




c x c 

r,r +c 1 

e r ' x = c l e**+ 6 *'S-‘-hc 1 e“ x - ez '/- T 


» 



< =e* x [(c,+c,)cosêx+ \J — 1 (c, — 

- C 

,)sin6x], 

ou 

bien 



- , ’ 


T 

x é'< x + r I c ,,r = (Acosêx4- Bsin6x)c ! 

IC J r 

9 

. ’ 1 

en 

posant 

A — c, 4- r,, B = (c, — c,) \J— 1 : 

A 

et B dé^- 


d\r , 

—— n'y — o. 

dx* 

r 1 — n- — o , 
r — dt n 

y = c x é** -f- c, c~° 
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signent des constantes arbitraires que l’on peut toujours 
supposer réelles. . 

On peut encore écrire la somme des termes qui cor- 
respondent à deux racines conjuguées sous .cotte forme 


re ax sin (6x -h c'). 


58 i. Exemples s 

i°- 


d'y 

r=±n V— », 


r — c,r 


: A cos nx -t- B sin n.r. 


>l 3 Y <h' ,■ _ 

dx s dx ^ 


L'équation en r est 


— r — 6=0: 


on en tire 

r, = 2, r, = — I + /-2, r z — — i — y — 2 > 


et par suite 

y.== c + e~‘ • [ A cos (.r \Ji ) -f- B sm ( x ^7. )]. 

f ' 

. ' 

CAS DES RACINES ÉGALES. MÉTHODE DE D ALEMBERT, 

685. Lorsque l'équation 
( 1 ) r m -h Qr m ~ 3 + ...+ Tr-i-U = o 

q « 

' a des racines égales, les termes correspondants à ces ra - 
cines dans la formule 

I • * • 

(a) / y = c r c r ‘ I -h. . .-t- c m e r m x » 

se confondent en un seul et l’on n'a plus l’intégrale gé- 
nérale, puisque le nombre des constantes arbitraires est 
inférieur à ml On peut cependant déduire de cette même 
formule l’intégrale générale en considérant d’abord les 
racines comme ayant une différence qu’on rend nulle 
' ensuite après avoir fait subir à l’expression une trans- 
formation convenable. 

Pour faire comprendre ce procédé par un exemple très- 


t 


> 


’ > 
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simple, proposons-nous de déduire l’intégrale / — = lj: 

• !.. X m + 1 

de J intégrale J x”rfx= -+- C, qui devient illusoire 
quand m — — i . Posons m = — i 4- h $ nous aurons 


L 


dx , x 11 

5 =î= c +r 


Mais 

donc 


/,} 

x h = 1 4- h\x H ( 1 jc ) 1 4-. . .; 


fJ=i = [ c + + v ^7 z (,j;)3 - + : ■ *]’ 


et, en représentant C -+- — par c, 


/: 


dx , // . ,, , 

—r — c 4 - l.r 4 - , — - (l x ) 3 H (Ix) 


1.2* ' 1.2.3 

Donc, si l’on fait h = o, on aura 
* d.r. 


f 


= 1 X - 4 - c. 

X . 


586. Revenons maintenant aux équations linéaires et 
supposons rj = r!. On peut altérer infinimentpéu les coef- 
ficients de l’équation (II), de manière que l’équation ( 1 ) 
n’ait plus de racines égales. Alors on a ; s = j\ -J- h, et 

y =C,^ |I -+- C, c r ‘ 1+1,1 + 

ou ' 

y = (Ci -f* Cid iX ) c r ' x -f- €*<*** + . 

- fX\X -J- Cj -f- Ca hx "f- Ca • 

„ -4- c a c' É,I + .- .4- 


A» \\ 

— x’ 4-... ) 

1.2 y 


ou bienj en posant 

C, C, = c, C. h = c r , 

on aura 

/ • x’ x 3 \ 

J=e r ‘* C4c , i+c'i — - 4- c' A 3 y 2 3 ** ) 

4r c J ç r **4- ■ • .4- c m e r ».*; 
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cette valeur satisfait à l’équation différentielle quel que 
soit h. Donc, en faisant h = o, on aura 

(3) y = e r ' x (c -f- c' x) 4- c 3 e’"' 1 -t- . . 

expression qui renferme m constantes arbitraires dis- 

•linctes qu^nd r\, r 3 , r v ,..., r m sont des racines différentes. 

Quand trois racines sont égales, on suppose d’abord 
l’équation modifiée de manière que deux racines seule- 
ment soient égales, ce qui donne à l’intégrale la forme 

. , r 

^ = «'''(C + C'*)+C 5 C r -*'+C ) < x *‘+ < ..+ 

Puis, Supposant r 3 = r, -j- h, on aura 

y 7 = c r,M [c 4 - C, -t- (C' 4- Cj A) ,c 4 - - — — x- 4- - — — — ^ • r ’ “f 1 "- - ' | 

4- . -4- 

ou, eu posant C -(-C 3 = c, C' 4- C 3 h = c\ ~—-=xc", 

y ’xx.f?'* |c4-t , J ; -(- c ” x '4 — 2 ~ 4- f t e ,,r 4 - • • • , 

qui devient, pour h— o, 

(4) y = <?' x (c.4- ç’x 4- c" x') A- c,ff iZ ~+-. . 

On trouverait, de la même manière, que si la racine /', 
était quadruple, il faudrait remplacer les termes qui s'y 
rapportent par ‘ , • 

e ,i *( c .a - c r x + c* a? -*-c m x*), 

• • • 

expression qui renferme quatre constantes arbitraires. 

DEUXIÈME MÉTHODE. 

* . - . I 

387. Lemme. u et v étant des fonctions de x, si l’on 
cherche les différentielles successives de ur, on arrive 
par induction à la formule 

d* (uv) — ud n v 4 - ndu<è m ~' p 4 — d 1 ud n ~ ' v 4 -.. . . 

' ■ 1.2 

4 - nd ’~ 1 udv 4 - vd* n, ' 

ou à la formule symbolique • . . 

d*. u» = (rf« 4- d»Y"\ 
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en remplaçant dans Je développement du second membre 
les exposants des puissances par des indices de différen- 
tiation, et en admettant que d°u = u. 

Pour faire voir que cette formule est générale, il suflit 
de montrer que si elle est vraie pour l’indice n, elle est 
encore vraie pour l’indice rc + i. En effet, soit fîd p utL"~i’i' 
un terme quelconque du développement de d n . On 
aura 

d“ . uv = ^ k d p ud n ~P v . 

De là on lire • • ; , 

, .... ... 

d n+ ' . uv = ^ ( AdP+' ud“~P v 4 - i,dP iid"~P + 1 v), 
ou, sous une forme symbolique, 

d"+'. uv — ^ feduPdv"~P (du + dv) = (du + dv) ^ fcduPdv^-P. 


Mais, par hypothèse, • . . # • 

2 kduP dv*~P =. + j • ; 

on aura donc 

d n+ '. uv — (du + dv) (du 4 - dv)W = (du 4- rfr>)(" +, j. 

* 4 * -, * . • 

Ce qu’il fallait démontrer. Ou démontrerait de la même 
manière la formule plus générale 

d n .(uv . . . z)= (du 4- dv 4-; . .4- dz)( K >. 

- ... 

088. Autrement. Le coefficient 1 < dans l’équation 

■ ’ - . • ■ v • • Y 

(t) d n . uv = y kdP udi v 

est un nombre indépendant de la nature des fonctions u 
et e. Soit alors u = e ax , v = o bx , on aura » 

d n . uv =2 d". e( 0+i ) x =; e( a+t ) x ( a 4- b )■ dx", 

et l’équation (1) devient 

(a -t- b)" dx* = AaP bidxP+1, 
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et, puisque p -4- q = n, 

(w -t- b)* = V b— p. 


109 


Ainsi les coefficients de d n .uv ne sont autre chose que les 
coefficients de la n‘ im " puissance d’un binôme. 


589. Revenons à l’équation 
d" y d m ~'r . _ d“- i r 


T .t • ' 


Remplaçons y par lit’. L’équation, ordonnée, par rapport à 
la fonction « et à ses dérivées, deviendra 


[d m v d m ~'v d m 3 v 

. + + -- + T 


dx m ~ 


dx m ~' ' x rfx "- 3 
r/"— 3 
dx M ~ 


de . . \ 


tL 

1 T .d"'~ , v .„d"-*v _ Te! 1 #, 


d m -'v , , „//"~ 3 (< , " ~\du I 

= 0 


- [m (m - .) \m - 2). . .*.1,.*) ^ 


ou 


bien 


. , ir „ du , V, </>« 

( 2 ) V,« -+- V, — — K- ~ 

' 7 dx 1.2 d.r} 

en posant 


d m a 


1 .2.3 ...m ilx m 


= 0 , 


d" v d"'~' v d m ~ i v _ «. 

d m — 1 p rf" _! f> , ■ , >. 3 v 

V, = "' rf-=rî + (/» - 0 P ^r, 4- (m— a)Q 4- ... 4- Te , 

d m ~^ v - . • . rf” -1 1> . . 

V : = m(/»-i) — + (w-i)('»-î)P^=;4...+ , .aS^ 


. • , f f y, . » 
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Le développement ( 2 ) est analogue à celui d'une fonc- 
tion de x dans laquelle on remplace x par jr-f-//; car * 
on voit que les polynômes V„ V,, \ m se déduisent 

du polynôme 

Pc"-' 4- . . .-f-To-f-U, ' - ' 

et- de scs dérivées,- en 'remplaçant v, r>° par 

il"' v d v ilv 

dx“ ' dx m ~' , , clx ’ V ’ 


590. Maintenant, si l’on pose V = e", et que l’on 
supprime le facteur coramuii p", l'équation ( 2 ) prendra 
la forme 

• ». r . • * ' * . * 

/ o \ /•< \ rt f \ dit £,// f » d* II fi m II , 

(3) f X r)u+f (r)-+f Wsr+- + Sr = o; 

/(;•) désignant, connue plus haut, le polynôme *• 

r’“ + Pr<*-' -f- Q r "- 1 -f- . . . -f- Tr -t- ü. . 

De là résultent les conséquences suivantes : ,■ 

t" Si r, est ratine simple de l'équation *. 

J, * . . - . 

on satisfera à l’équation (3) en faisant 


r = r, , u=zc>, 


c désignant une constante, d’où y = c, e r ' x , 

.Donc, si toutes les racines sont inégarles, ou aura m in- 
tégrales particulières contenant chacune une constante 
arbitraire et dont la somme formera l’intégrale générale. 

Si r , est une racine double, /(r,), /' (r,) seront 
nulles et l’on satisfera à. l’équation (3) en posant / 



ri’’ u 

dx r ~°’ 


d'où u~=c + c'x, j‘ = e r '*(c + c'x). 

3° Si /•, est racine triple, /''(r,) seront 
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nullesct l’on satisfera à l’équation en faisant 


u = c -+- d x 4- c" x 
y = tf'* (c-f-c'x-H- c'‘ x'). 


et ainsi de suite. 


TIIOIS1ÈME MÉTHODE. 

591. En substituant e rx à y dans le premier membre 
de l’équation 

.... d"‘ y _ d"'~'y . d"'-'y r/y i 

. {II) S?" -f*-'- + T ^-b U = 0 » ' 

. on a identiquement *. ■ 

, rl m .tf x d’ H -'.« rt tl.e rx 

v - ‘ rlx- de ”- 1 d.v v ' 

Diflérentiant par rapport à r, on aura 

fl ®i s** -r r /" 1 ' -1 

< 2 1 - " 77 « ~ " ~ 4 ~ P ■••.4-ü^ = ^[/'(f) 4- -r/(r)] 


i d m .rf x x > d in ~'.e rx x 7 

- — h P —— H. . . 4- U c" x 4 . 

(3) J du?' dx m ~' 

• ( — e"[/"(r) 4- 2^/'(r) 4-**/(r)], 

et ainsi de suite. - 1 - • 

L’équation (i) montre que l’on satisfera à l’équation . 
dilférentielle en posant y — e r > x ., r\ étant une des racines 
de l’équation J~(r)=x o. 

Si est racine double, on a f (r, ) = o, et la rela- 
tion (a) montre que l’on peut prendre y = c r ' x x, ce qui 
avec e r ' x fait deux solutions. 

Si r, est racine triple, outre les deux solutions dis- 
tinctes déjà obtenues, ou déduira de l’équation (3) la so- 
lution y = e r ' T x*, et ainsi de suite. 
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Ainsi à chaque racine mufti pie correspondra un nombre 
de solutions égal à son degré de multiplicité. Eu mulli 
pliant toutes ces solutions par des constantes et les ajou- 
tant, on aura donc l’intégrale générale. 


EXERCICES. 

d" y 


djf 


—3=o. 


Solation. 


jr= Ce x -t- C, cos — ^ 1 x + C, sin — x + C, cos — x -l- C, sin — 
« ” « J n 1 // 


2 . 


<jy 

d"x 


Solution. y = C 4- C, .r+ Cj.r , -K . . + C„_, x?~'. ' 
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QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

° 

INTÉGRATION DE L’ÉQUATION LINÉAIRE COMPLÈTE. 

• Réduction de l'équation complète à l'équation privée de second membre. 

— Cas où les coefficients du premier membre sont constants. — Abaîs- . 
sement de I équation linéaire quand on connaît un certain nombre 
d'intégrales de l'équation privée de second membre. — Autre méthode. 

-- Équations linéaires que l’on sait intégrer. — Propriétés de l’équa- _• 
• tion du second ordre. . 


RÉDUCTION DE b ÉQPATION COMPLÈTE A I,’ ÉQUATION 

592. Soit 

+-P : 


d m y 

(I) -7 ~ 

; dx m 


PRIVÉE DE 5ECON U MEMBRE. 

% "*■ * . t 

‘t m -y ; 






Posons 


. («) 




z étant une fonction de x et de a tellement choisie, que 

. -* • ds d‘t dr-*z. ' 


— •> 


\dx dx' 


dx 


soient •milles 


-5 pour 9. x et que 


l’on ail pour cette même valeur 
r l m -'z 


v t> 


.. : . / 'daATtW- : . •. 

• * . • ■* . % . 

. Ces conditions étant remplies, ou aura 

\. • . • . < V 

l *«%. /»*r , • 

» • <ty / *dz , 

• v ’ 3£-= i dï d * + z ‘’ • *• y 

0 . 

z x désignant la valeur' que prend z lorsque a.z=tx\ mais, 
par hypothèse, cette substitution annule z ; donc 

«fr Ç* 4* . 

r“ dx‘ U ’ • * 


. (a) 


dx 


on aura>ensuite 


f d* \ . ' ■ , . 

mais L 1 .== o • par conséquent 1 équation précédente 

« ' -II. '4 Krdilion . 8 r 


I 
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•l'y 




J nX 

l - : dx; 

} dx"‘~' 


d'z . , fl m ~' Y f d"-' z 

— — a y. .... . — — — ‘ — 1 rf - ' 

fLc ’ ’ dx“ 


. p> 

On trouve de la môme manière 

f x 

fi, J ^ 

. ^ J ' .-•*•> _ r x 4"z , 

V * • . «-'o „ . 

En substituant ces valeurs dans l'équation proposée, on a 

C x fd"z „d ~- r s ' <JSs 

< 5 ) I ( < 7^ + P ^^ + -*- h " T ^ 4 ' Uz )^- t - ü ’ 

*✓<> ' .... 1 / 

et il suffit, pour quei’équation soit satisfaite, qnc l’on ait 

_ d m z -d mA 'z „ dz . 

. 6 T^r + p ^rT+--- + T T" + Uz =°- ' 

<fe" (/j™ 1 f4c , . 

Si, outre les conditions citées plus haut, a remplit cette '■ 

■ /* x ' 

nouvelle condition,^ = I s</« sera une intégrale par- 

V, ■ ' ■ .*/ * 

liculièré; en la désignant - par n Ctpqsantj^= u -p- e, l'é- 
quation (I) deviendra , » 

T d m U d’"~'u ■ 1 d m v 

L^ +p ^ + --- +u ““ FW J + ^ + --- +Utf=0 - 


Or la première partie est nulle' par hypothèse, donc 
-l’équation se réduit à ‘ . 


d m v 

' a? 1 


rf— ' V 

dJf^ 






w 

I . 1 I . . • ^ , 

Et si l’on peut intégrer généralement cette équation, H-f-,n ' 

sera l’intégrale de l’équation (I). . i * 

• / 

CAS on LÉS COEFFICIENTS- DE l’ÉQCATION (II) SONT 
'* CONSTANTS. > •' 

593. Quaed on connaîtra l’intégrale générale de léqua- . 
tion (II), eu y remplaçant x par x — a, on pourra pro- 


* • * t , 
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là ter de l’indétermination des constantes arbitraires qu’elle 
renferme pour remplir les conditions indiquées plus haut. 

C’est ce qui arrive lorsque les coefficients £, Q,,.., T» U . ‘ 
sont constants. .• * ' - ' 

En effet, /•,, r*, r 3 ,..., r m étant les racines de l’é-r 
quation 

(') f{ r ) — r "‘ + P r ' n ~' H-- • '.+ Tr+ U = o, 
on pourra écrire - • 

s = C, e r ' ( x— ") + C + 

et pour satisfaire aux conditions indiquées plus haut) il . 
faudra poser ■ 

t C, H- C, -+- . ; . -+- C m = o , t . 

Cit^l “t” C»t*i H - ...+ Cm r n = o , , . 

* • . ' ' 

C, r ( -t- C,r a -f*. . .+ 0,,^=: o, , 


.... ■c,c 1 +c i c 1 +...+c.r;- ! =o, 

; • C ,r^’ + C,r m -'-{-. .. + C.C' = F'(i). 

Eû opérant comme au i>° 582, on trouvera 

r _'lM • c -'*(«>• ,L-.\ r _ 1 

. • /'(»■< J •• ffa) • • / (M 

. .. * . v« ' , • 

et, par conséquent, . . 

/'K)’ * . + ‘ ; /‘ • 

c ‘‘ ,. + ' /'('•-) ' 

On. aura donc i zclx, ou 

Y* x <>.(*-«) F ( >) ^ P*-? %&—*)$■ 

'"1 "V 7 ^ 

, V 

; • •; ’ r * *>■•(*-•* VU) 

* ■ * «/d . jr ( r ~) " 


\T 


( 2 j ■ < 




c/a. 


3 . 
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| 1 1 - » 

Mais ou n ? a ainsi qu’une valeur particulière à laquelle 

il faut .ajouter l’intégrale générale de l’équation 
' • , ' rl m v <l m ~' v _ dv 

. • ^ + p ^^ + '” +T ^ +l, ‘’ j=0 ’ \\ 

/ * , . . • 

latjtiellc est 

|> = ç, i'>* + CjC'» 1 c'* 1 , 

. ’ • 4 

* * 

c„ c„ . . c,„ désignant des constantes arbitraires. Ajou- 
tons cette valeur au deuxième membre de l’équation (2) 
et observons que v .* 

J 7 T 7 H «.«'*"* 

Jo / (M ■ . - 

peut s’écrire , 


; - /'(m ... 

où, en remplaçant par r,, # 

’ . ( é- r,K F(a)r/J . 

,• • L « » J . ■ «. • > , t 


on aura donc 


P) 


.ff 


*. 1 


ë' x 

-, -, , ' 

e“'' K F(a)daj 


f ( r \)~ 

H 
* ' ' 

f C -'«“F(a)//«j 

-f. 

f(r,) 

{? m x 
^ 



. v 




Ainsi, dans le cas des coefficients constants, l’intégrale, ‘ 
de l’équation (I) s’obtient par des quadrature s. 
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CAS OU LOS CONNAIT UK CERTAIN KOMBHE D INTÉGRALES 

, ' 

- DÈ L ÉQUATIOK PRIVÉE DU SECOND MEMBRE. 

» ’ . • •' I 

594 . Si l’on connaît m intégrales particulières de 
l’équation . 

, . d m y ( i m ~i y . rfr _ 


dx m 
on aura 


dx"-' 


y = C, j", -+- C, y-, -H . . . ■+■ C*y m , 

C,, Ç, , . . . , C„, étant des constantes arbitraires. Or on 
peut supposer que cette expression satisfasse à l’équation 

d?y> 

dx" 


in 


1 r : é/r 


< 


en regardant C ls C*,. . .. C« non plus comme des con- 
stantes, mais comme des fonctiôns inconnues de .r, qui 
11’ayant à remplir qu’une seule condition, savoir que la 
valeur de y satisfasse à l’équation (I), peuvent être liées ‘ 
entre elles par 1»-*- 1 relations tout à fait arbitraires. On 
choisit ces relations de manière que la détermination des 
fonctions C,, C» C,„ n’exige que de simples qua- 
dratures.' , . • . ... 

On a- ; * ■ . « " ■ 

4 r, 

. • ' dx 


:C,p+C,^ + . 

dx a.t v , dx 


d-y 


d C, 

' dx 


rfC, 


d C* 




dC, 


d C, 


Posons 

(*) 

• % 

Alors on aura simplement 


*~dï ~dï 


dC m 


■y* 


dx 


dx 


o. 


dy _ dy, dy, 

m T~ ” * Ci? — - 

f/x dx ox 


dy„ 
dx ’ 
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• . î t * . . 

et celte expression Je esl la même que dans le cas où 

C)* C s ,. . C,„ sont des constantes. 

On aura de même ' ' ■ 

, , — l*i — h — 7 —. — H » • • 4* ■ . . > 

ria:- dx- dx- 4 dx- - • , • 


en posant 

> un rfÇ, ac, 

1 \ f/* dx + z/ir ' 


dy m d Cm 
dx dx 


= 0; 


puis 


d 3 Y 


d 3 r, 


d 3 y, 


r* r _ i* » 1 , _ u ; 1 . 


d 3 y ni 
' rf*r> ’ 


, / 

V * 


en posant ’ \ ^ ; t 

. *tij\ y Ci*' tJ d\y'j rfc 2 w^r-»' 

■ (3) ' ^ ^ + = 

■ ' • ■ ' ■ . ■ > ; • 

On continuera ainsi à former les dérivées de y jusqu’à’ 

d J, inclusivement, en égalant toujours à zéro- la somuie 

des termes qui renferment les différentielles de C», C,,..., 
C„. Enfin o®» aura. • • ’ , ■ '• * 1 

d-y, j ^ > r , ’ ’ , r/"% 


dA“ C ' d.*"‘ 


4- Ci 


d.r a 


,4- • • • 4-’ p* 


dx e 


■d m -'y, dC, d"‘-\r, dC, , d m ~'y m dC m , 

4- • • .-t- 


’ dxf n ~ > dx dx"'~' ' dx 


. d. r"'" L ’ cêr 


c ( ,r ' ny ' 1 P <Vn ~'y> 

' \ dx"'- dx 1 


’ V’ ‘ , * / fly * j • 

On a, en substituant Ces valeurs de y, ~r7, ' 

l'equation (I) : ‘ ' # ;/.» • * 7 . . 

*. s X ( . y . * 4 , • • . « 

-' «r.j , ’ J V- 

. \ * I* . * 

• -••+»») 4v..; 

4- 

* ■ • 

, dC, d"-'y, dC-j - d m ~'y m dC m V ; 

k ' yîjc ' rt-Tt * t :dx !n ~' r rit >. * 

; . ' , * t , ' * . e- 

• t • • . 


/ ,Jm .. 


Digitized*b^ Gopgle 



QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 119“ 

Qr les polynômes qui multiplient C M C»,..., C,„, sontnuls • • 
par hypothèse : l'équation précédente se réduit donc à' 

d">~'y, dC, d m ~'y, r/C/ _ , d m ~'y„dC m 

i/** ) ■ ' r~ * 


dx ,n -‘ dx dx“‘~ ' dx 


dx"—' dx 


= V. 


j , . dt t d Ci ' f/C. , 

Un a ainsi, pour déterminer -r- — , les m 
1 dx dx ■ w 

équations (i), (a),. . (m): Supposons qu’en les résol- 
vant on ait trouvé • . 


dC, Y dC 

~dx. 


. ... </c» • 

” dï.. 


ôn aura fc, — t c, -+• C, = c r -4- /* ■ ■ 

et, par suite,’ . . ' • / . 

y ci (e t .+ jpX, 4- J‘x t dxjy 1 + .z...\ \ 

595. Si P, Q, . . T, U soïù.des constantes, on peut 
prendre ÿ t = e r .' ? j, = j w = r„ /•„ 

étant Jes racines de l'équation . , 

’/(p) =/-*“-+- Pr-i+Qr'- ! +. .I 7 +- T r -f- U =' 0 . 

Dès lorsles équations (t), (a),, i-., deviennent 

«/Ci dC, f/C. - , <-V 

+ —* + ..•.+ e^*-p — 0> : • ^ .• 

• » • ■ dx dx ■ , dx . ■ • 

.v d C, d C 3 . rfC. 

« -r -+->.<** - 7 - -*-• -I- = ac o, • 

«te dx dx 


1 ••• 

dC, 


m— ! V , » — 1 rm± dCi 'jn —1 , . «, ■ 

r d 1 * — h r. c r ** — h'-.-t-t - dm* — — =±V. 

</ar 1 % dx " </x 


Par la'méthode d’élimination déjà emplovéè/582, 593) , 


rfC 

on aura «' > ' 


. f'i r ») y 

•s ,\» , ‘ '/•* s ‘ ; 

- <’• ' i ' . • Ci -4- / Yç~ r> *dx 
«d’où r — - .- V ■ ■ 


C, = • 


. /'(M 


i ...• % 




v • 
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On aurait de même C*, C iy . . par suite, 

^c, j' \ e~' r ‘ * rtx j //<* ^c ; 4- J* Vc'i'rfjj ( r , *- r 

+ /'M . + "-ï 

ee qui est au fond la formule (3) du u° 593. 

596. Exemple : 

llx 1 ^ 

•••■’* * • • t *■ l , § , • 

Ici m = a, /•, = x/, = — n. L’intégrale générale sera 

. donc • " ' 

. . j «** (^c, -+- -- ^ V e~" t d.r'j f-"* ^c ,- — — J Ye" I f/.r^ i ’. 

597. Si l’on conriait seulement m — x intégrales par- 
ticulières de l’équation (II), il sera possible de ramener . 

, ' l’intégration de l'équation (I) à celle d’une équation li- 
, • néaire et du premier ordre. - . , . . 

En effet, supposons, pour simplifier, que - l’on ait k 
intégrér l’équation du quatrième ordre *’ ,• 

‘ \ < . . - . » • • . ; . ' 

. . • jet - que l’on connaisse trois intégrales j,, y t , y % de l’équa- 

‘ 1 tion privée de second membre ’ ' .* ;. 

) * * •*'>' * * * * . » ' 

1 Ôn représentera encore l’intégrale générale ded’équa- 
tiop^I) par . , 

y == Ci y> ■+■ C, j'sH- ' 

Cj, C„ C» étant trois fonctions de x qui, .n’ayant à iciji- 
. plir qu’une condition, peuvent être assujetties à vérifier 
/ deux relations arbitraires. . * . . 

Si. nous prenons ces relations de telle sorte que les 

• expressions de ~ et de — ^ soient les. mêmes que si C*,* 
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C, et C 3 étaient des constantes, nous aurons 

* dx ux . dx dx , • ' • • * 

ÿ'r ^n d 'r> , r d 'y* , r d 'y> 

dx 1 ' dx 1 7 dx 3 3 dx* 

d3 y r d 'y i , </*ri rfc, 

rfx 3 ' rfx 3 + " rfx 3 •• 

d 'y _ r d \y - . , </c, rf’ri rf! c. 

rfx 4 1 </x* " ' dx dx* ’ ' " dx* dx ! 

. . . » 

• En substituant çes valeurs dans l’éqdation (I) v et sup- 
primant les termes qui se détruisent par hypothèse, nous 




aurons 


' ' lV , / . P * 3 r.\ d 'r 

(I) A 


d* c, 


dx 3 


4-... = V, 


. • / , 

et il faudra joindre à cette équation les deux suivantes : 


(*). 


dC, d C, d C, 

dxS'- h dï J ''- h d 7 »-°> 


dC i ( (|'t ^ C 2 f/y * */ C 3 dy j __ • • 

' % * dx dx dx dx dx dx 

t • • . • 

r\ î ' *• . dC, dC 3 , 

lie ces deux équations, on tirera pour — et — des 

valeurs de là forme 


dC,_ z/C, rfQ. d C, 

dx 7 dx ^ dx 3 dx 


Si on les porte dans l’équation (i), on obtiendra, en po- 


d C 


sant = z, une équation linéaire de la forme 


1 , dz 

’s; + ' w== * ! . 


von aura ensuite 


' /• V * 

u, — c,-|- / î^/x, ' 

C, c t -^ "^. 2 zdx f G, Cj ( 


V • 
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v La valeur de z cou tenant déjà One constante arbitraire,, 

La valeur do-j- en contiendra quatre. Ce sera donc l'inté- 
grale générale. • ‘ ; . . 

, S • 

398. Si l’on ne connaissait que m — i intégrales parti- 
culières de l’équation (II), on serait ramené à l’intégra- 
tion- d’une équation linéaire du second ordre. En elTet, 
soient et - r, lés intégrales connues de l’éqtaation (II) 
supposée du quatrième ordre, et représentons par 

y =t= C ( j, -+- C, r, 

l’iutégrale cherchée; comme on ne peut établir entre C, 

* ; • ' a* . I* * ^ , . •« . . 

et C, qu’une seule relation arbitraire, exprimons que ^ 

a la même forme que*si C, et C t étaient des constantes. *V 
Les fonctions C, et C, seront déterminées par les équa- • 
lions ■ , . 


(0 

( 2 > l 


J. 


dC, 

dx 


d C, ' 

•r’d7=°’ 


d*C, 


H ,IHj ' -i- T rfC ' 


K 


d>C, 


dx 3 tir* ' dx ' dx z ' ’ 

G, H,. . étant des fonctions de X. De là première oir 

déduira — Ï = X, —G et substituant dans la seconde, on 

d.r. dx , >_ , 

aura une équation où C, n’entrera que par ses dérivées' 
//C, d'- C, r/ 3 C, ,, ' . . dC, 

dx 5 dx 1 dx i ‘ 


Alors en posant - -é == 3, celte équation 


prendra la forme 


d 1 z 


dz 


dx * dx 


■ tjz =r r,. 


\- 


Cette équation étaùt intégrée, on aura 04 = 0 ,+ J" zd. r. 
et ensuite Cj = Ci^- \1L,zdx. Comme z renferme deus 

t ‘ . * . » %J ' , \ ' ^ - 

CpOstantes arbitraiijes, on voit bien que C,jTi -+- C s J, en. 
contiendra quatre. • • _ - ‘ 

399. En général, si ,lon connaît h intégrales dis - 
tincles de l'èq nation linéaire privée de second membre , 
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on pourra rame fier l'équation complète à une équation ■ 
linéaire du ( m — n )'' m * ordre. 

La démonstration de ce théorème général est suffisam- 
‘ment indiquée par ce qui précède : c’est pourquoi nous 
nous bornerons à examiner le cas particulier où l'on ne 
connaît qu’une seule intégrale jr t de l’équation (II). Nous 
poserons alors ‘ . v • . ' ’ 

— '1 . . j, 

et,. en exprimant que c’est une solution de l’équation (I), 

- - * 

il" 1 - HJ, 


nous aurons 

d"‘C, 

■ th?" ‘ 


(0 - 


+-P 


. dxf^'- 


T ^ -V 

4 dx ' 


les nouveaux coefficients P,,. . . , T, se formant comme 
on -Ta dit au n, 0 589. Si l’on pose ... ■ ... „ * 

.'s*. dC x ■ 

.. . - • - — - = u, 

’ • dx r ‘ • . » • . 

‘cette équation se réduit à 

* ‘ , 

. d m r'n „ d n ~- u • > ' - 

(2 >- + 

équation différentielle de l’ordre ni — 1 . Ainsi 1 ordre de 
.l’équation proposée sera abaissé d’une unité. L équa- 
tion ( 2 ) .étant intégrée, on aura 

• C, ==//-*-, / ««/*, . ' . * • 

. \ , V /••... . . . ; 

et, par sylte, '* ’ 7 = 0 /,+^*, J'udx. - ; ” . ,■ 

AUTRE MÉTHODE. ’ . •' 

600. Le cas particulier que nous venons d’ examiner 
- permet de démontrer le théorème général énoncé plus 
haut (599), et fournit .une autre méthode pour abaisser 
l’ordre d’une équation linéaire, En etlctj appliquons le . 


• A * . 

. V '• » .. 
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même procédé à l’équation 

i.\ ri"-' u „ ' 

-+■'•'+ T, » =■▼. 

Soit u, itue solution de l’équation 
. ' d"‘-'u u 

P. = ô. 


En faisant 


dx"~' 

: Æ 

dx ’ .» • ■ 

z dépendra d une équation linéaire de l’qrdre iii — a, 

d m ~~ 

7hf- 


(2 y ^..p^ 

‘ ; * dx "' -1 + dx m ~. 3 


_ d m ~~ i z , 

Q’^. rf* • î • -4- 9» *.s= V, ; *• , 


et l’c 


on aura. * ■ . m = è«, -f- ^ srfar, 
et, par suite. 


ï — Vi+bjr.J u { dx y, £ , lt (lx J zdx, , • 

. e “ faisant y t T=zy x J u,dx, ù,dx Çidx. . 

: La fonction désignée par j, satisfait à l’équation. -V 

d m r d m *~' y x . . 

(3) ^• + * P ^ : +---»- U r=o, 

car si l’on suppose V nulle, on peut prendre -■* = o, et 
par conséquent £ = o, ce qui réduit y à «y, Z>j-, , ex- 

pression dont j* est une valeur particulière. . 

Réciproquement , on trouvera une fonction telle que u, , 
si 1 on connaît une 1 onction y», différente dej,, qui satis- 
fasse à l'équation (3). Il suffira, en effet, de prendre 

'. .xim 


dx 


* » •» 


v t.* <*(&)’ ’• • 

puisque u = - se change en «» si V = o v etqu’alors 
. j', est une valeur particulière dé y. 



I 


QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON . 1 1 2 5 ' 

L’équation en z étant de 1 ordre ni- — a, on cherchera 
une valeur z t qui satisfasse à l’équation 

//«"I- Ww-J, 

et- l’en aura z = ez, -é z, j'tdx, .* . ' 


eu faisante— — j d'où . ' 

r =• ajr i -H by, 4- cy 3 -+• 6 , ' > ■ 

■*•'•.*•*'* * * 

/ ff étant encore une solution particulière de l'équation (3 ; V, 

et ainsi de suite. ' • v t» * . 

On pourra donc abaisser l’ordre de l’équation (I) d’au- 
tant d’unités qu’on connaîtra de solutions particulières 
de i’ équation (3), et l’intégrale générale de b équation (I) 
sera de la forme 

y a J i -1- “h • • • + fym -+* À > 

À étant une solution quelconque de l’équation (I). 

' L’équation linéaire n’admet pas de solution singulière, 
puisque la solution quelconque y — X se déduit de l’inté- 
grale générale en faisant nulles les constantes a, b,..., I. ■ 

» i % > ■ ‘ ' ’ * _ 

.DE QUELQUES CAS Ol l'on PEUT INTÉGRER LÉQUATÎON 

LINÉAIRE. A SECOND MEMBRE. 

* • • 

601. Si dans l’équation • 

e- . •• : • ' • 1 V 

/ . ' d m y d m ~' Y dy .■ v ' «. 

(i) ~r~~ •+- P — T+ t-T r -f Ur = V, 

v . dx"‘ dx*-' * dx J j 

... y 

P. Q,..., U, Y sont des constantes, on fera y = — -f- a ? et 
l’on aura v -' - ‘ 

■ i j. !>î>1 

d m z n d"-'z dz 

~r~z -f- P . • ; -+-• • T — - -t-Ua = 0, 

, * . .. dx* . • dx?"—' dx ' 

1 - ' * A • P 

'équation que l’on sait intégrer. ' ■ 

V ' ' 

602. Les «-Déifie i ents du premier membre de l’équa-, .. 

. < •. ' r *. ■ 
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. * , ■ , • ( * • *. C , »♦ 

lion (i) étant constants, si V est une fonction entière de x , 

Ai"+ Bx* - 1 ..-J- Gx -4- H, 

on posera . •. . -, 

' • y,=z ax* 4- bx"~' -J-. . .-f- gx -+- h — b, 

et l’on déterminera < 1 , 4,.-., g r /i, en exprimant que cette 
valeur satisfait à l’équation proposée, ce qui formera au- 
tant d’équations qu’il y a d’inconnues. Une première in- 
tégrale étant obtenue, on posera J ~u. -Ko, et u ne dé- 
pendra que d’une équation linéaire à coefficients constants 
et privée de second membre. 

"• 603. Si • • . • • ' v’ ' J • \ v 

V = A cos n x •+- B sin nx , . . . ; 

A et B étant des constantes, ainsi que les coefficients du 
premier membre de l’équation (i), ou fera ; 

* * 4 . t k « ’.J * » • V ’ . 

y z= a cos nx -+- b sin nx , 
ce qui réduit l’équation (i) à ' 

’ * • • 4 % , » * • • 

(aG -f- bVL) cos/ix-f- («K. -f- bV)smn.v=: Acosnx -i- Bsin/ir, 

G, H, K, L étant des fonctions de n et des coefficients de 
l'équation. Pour que l’équation soit satisfaite, il faudra 

if ,* •» • * ■ jk • 

que 1 on ait * * /• 

cl G H - ^ H = A f ci K -f - b L B j * . f 

ce qui détermine a et b, à moins que GL — MK ne soit 
nul. L’intégrale générale sera 
. . • • . y = acosn.r -+- bsaxnx-+~t, ■ .* ‘ 


z étant l’intégrale de l’équation 


d m z 

Tir" 


d"'~' z dz 

'd^ + --- + J dï 


•U* 


: O. 


004. La méthpde précédente tombe en défaut lçu 
GL — H K = o. -Dans ce cas, l’intégrale doit avoir 
antre forme qu’on trouve par un artifice de calcul 
■voici ml exemple. Soit , ■; 


sque 

une 

dont 


or 


'd'y 

— H-^ = cosx,... 
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qu ne peut y satisfaire en posant . t 

X — a coi x 4- b sin x , ( ' 

% *• . • 

car on trouverait 

» . » • 

• . . V . 

' — a cosx — èsinx -+- a cosx -+- èsmx:fc cosx, 

*•*’,#»/ • • • , 

ou o = cosx, 

’ ♦ 

• , . •. , • 

équation qu'il est impossible de rendre identique. 

ÎNIais si l’on prend l’équation plus géuéralc 


i ij 




rf J r , 

-rjr 4 - }' — cosbx, 
- (U’ 


en posaut y==- o-cos nx H- b sin nar," on a 

à (i — «*•) cos m+ b ( f — n - ) sin nx = cos>«x , 


don 


■ ; ■ ■ i — 

*•' **•*»* •' 

ce qui donne la valeur particulière 

», k . . 

* . » cos nr 


b‘Z= à 1 


I — tl~ 

* 

La valeur générale de^ sera donc (G00) 
cos nx 




4- Ccosx-H C'sinx. 


Cette valeur deviendrait illusoire si l’on faisait « = i ; 

mais on peut écriré, eu posant C = C " — — ’ 

cos nx — cosx .... ■ , . 

y = 4- C cos x -f- C sui X. 

i — n 1 

V • ■ s . * • » • ■ 

Faisant » = (, le premier terme prend la forme.”» 

• . * „ , ° . 

mais sa vraie valeur est — — donc l’intégrale générale, , ; 

2 . • * i : 

de l’équation (i) est .j . . • : . 

; • x sin x 


X ■ 


4- C'sin x 4- C" cos xi 
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606. On peut encore poser n = i — h et faire ensuite 
h=o après avoir fait subir à l’intégrale une transfor- 
mation convenable. On a • 

: cos ( .r — hx ) 




h ( 2 — 4 ) 


4 - C cos.r 4 - C'sin x. 


ou bien 

[ . •; • ' • * . • 

cos hx I j sin hx ~| . ■ 

En développant en séries ct>s hx et sin hx, on aura t 

r r * : 

L c+ - ( 3 -.) I— - 1 c/ - — 

ou bien, en posant C" = C 4 — , v 

' hiz—Jt) ■ . 

ïr» ***- .1. . IV. •* À’i» 1 •. • 

L ?(2— 4; j . L ?.-4. ■ 6(2— 4) J " 


Si màintenant on fait h = o, on retrouvera encore 

' • , r 

.rsin.r 

C sin x -4- C"co$ x . ‘ » 

V 




606. L’équation 

d m y d'"~' y 

. • : L p il 

d.r"‘ djr m ~' 


4- . . . 4- Uy = V 


se ramène au cas précédent (603) quand on a 
V = A cos ne 4- B sin//r 4- A' cos n' x 4- B' sin n! x 4- . . . . 

En posant ) = u 4- u' 4-. . il suffit de satisfaire sépa- 
rément aux équations 

d"‘ u d"-' u 

~3*" P ! & • -< -4- ■ ■ . 4- li « = A cos /IX 4- B sin nx, 

d"u' d m —'u' ' i 

• P - - ■ m _, 4- . . .4- 0 «' = A'cos«'j: 4 - B'sin«'.r. 


itx"' 


dx m ~ 


• • t*' 


607. On ne sait, que très-rarement intégrer une équa-' 
(ion linéaire à,cOefficicn,ls variables. Voici un exemple où 
l’iptégratioiypeut s’acliever. . . 


QUAR ANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

Soit l’équation 


I2Q 


(0 


[ax 




b'f- 
, d r 


d m ~~ * y 

(l.T m ~~ 1 


T(ax + b)-^ + \3y—o, 


P, Q,. . ., T, U étant des constantes. 

Posons _/= (ax 4- i) r ; substituons cette valeur dans 
l’équàtion et divisons les deux membres par le facteur 
commun (ax4-&) r , nous aurons . 

r[r — l) (r — 2) . . . (r — m 1) a m 


(-0 


-+- Pr(r — . ij^ . .(r — m 4-' 2) -+- . . . 4- U = o. 


Cette équa^on, étant du degré m , donnera en général m 
valeurs constantes et inégales pour r; en les désignant 
par r it r,,'. .., r m , alors ( ax-j-b) r < , (ax 4 - 4)'*, . . . , 
(flx + t) r « seront des solutions particulières de l'équa- 
tion, d’où l’on déduira l’intégrale générale 

y rsz G, \ax 4- è) r > 4- C, [ax 4- b ) r * 4- . . . 4-‘ C* ( ax 4t- b) r m. 

Toutefois la forme de cette intégrale serait modifiée si 
quelques-unes des racines étaient égales Ou imaginaires*.. 
11 faudrait alors se servir de procédés analogues à ceux 
que l’on a employés aux n os 604 et 605. 

Au reste, on ramènerait l’équation ( 1 ) à utre équation', 
linéaire à coefficients constants en posant ax-\- b = e*. . 


propriétés ns l’équation nu second ordre. 

608. 'Quand on connaît une intégrale particulière.^, 
de l’équation 

, . d'y dy _ 

(■) . £ ’ ''.i • 

les procédés des n oa 597 à 600 permettent de l’abaisser au 
premier ordre, et, par suite, de l’intégrer complètement. 
On peut encore opérer de la manière suivante. 

• II* 1* édition. ‘9 


< 
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On a identiquement 
d*y. 


(2) 


dx' 




Éliminant Q entre les équations ( 1 ) et (a), il vient 
d 2 y 

et si l’on pose 


d'y, 


dx 1 


( dy *dy,\ 


d y 


dy 


d'y 


d'y , 


d’où y^-y^~ = ^ 


d.c J dx 
l’équation (3) devient 


(4) 

d’où 

On aura donc 

(5) 


du 


-f- P « — O * 


dx' dx 


dx 

u — (W p '*\ 


dy 

r 'T, 


rt i 


OU 

et enfin 

( 6 ) 


y Ce~S vix dx 

d. — = s > 


y\ 


y = G' J, 4- C y, 


f 


e -J P il dx 


609. L’équation (5) fait connaître plusieurs propriétés 
de l’équation ^ 

(0 


d'f „ dy • 

jé +t £ + '* r -°- 


La constante C n’étant pas nulle, en général, suppo- 
sons C o : on aura 


(7) 


dr 

dx 


dy , 

dx ' 


dy 


par conséquent la fonction^ et sa dérivée ~ ne peuvent 
pas être milles en même temps. , 

La même propriété appartient aux fonctions y, et • 


□igitized # by_ Google 


QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. l3l, 

Deux valeurs de x qui annulent j 4 comprennent uue 
valeur de x qui annule y. En effet, si j, s’annule pour 
x> —a et pour x=b, on a dans ces 'deux cas, d’après 
l’inégalité (7), ' ' ■ 

rfV, 


SlTr^ 0 - 


*y> 


Ainsi jet sont de signes contraires; mais quand y 

croît dç a à b, change de signe pour une certaine va- 
leur jc=zof, donc y doit aussi changer de signp avant 
que x devienne égal à b. Par conséquent la fonction y 
s’évanouit par une valeur de x comprise entre a et b. 

De même, entre deux valeurs de x qui annulent y, se 
trouve une valeur qui annule y,. 

Il suit de là que si l’on fait croître x , les deux fonc- 
tions j et y, 's’annuleront l’une après l’autre alternati- 
vement. C’est ce qu’on peut vérifier sur l’équation 
d'y 


llx 2 


-+- y = °» 


qui a pour intégrale 


y — Csin x + C'cos x. 


1 . 

Solution. 
2 . .. 

Solution. 

3 . 

Solution. 


EXERCICES. .• 

rf*y 

y = C. r~ x xe~*. 

,[t y , , , * * 

y = e -» CÏ1ÉL+ Cc^+CV 
J I+-T 

tPjr , ' 

-7^5+7= cosx.. 
dx 

. xsin.i 

y — 1, sin x -f- C cos x -I 
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La loi de formation- est évidente. Or, si dans la première 

dy 

équation on fait x = o, j = b , -j- = b', on trouve 
= oo , à moins que b' ne soit nul. Il faut donc faire 

Ct3C » > 

{fy >' 

==o pour'x =o, et alors les équations suivantes don- 

* '* . , • 1 

nent 


±z 

dx 1 


ri 1 b d 3 y 

y’ y = °’ 


d' y n * b 

dx* 5"’ 


et, par conséquent,. 

, / n*x* «‘je* \ . sin 

r=Hl X H rr-T-x — . . . = b 

\ 1.2.3 i . 2 . 3 . 4 ■ 5 / nx 


ou, .pn faisant - = c, 


r = « — — • 

X ' • ^ . 

On n’obtient ainsi qu’une intégrale particulière. Pour 

avoir ^intégrale générale, il faut poser 

„ sin nx 

/ = C » 

. x * 

C étant une fonction de x. La recherche de cette fonction 
conduit à une équation linéaire du premier ordre d’où 
l’on déduit 

. C — c' -f- c" cot nx , 

et, par suite, 

c sin nx -f- c" cos nx 

y — 

X 

On serait parvenu tout d’abord à ce résultat si l’on avait 
développé y suivant les puissances de x — *■ a, en se don- 
nant les valeurs de y et de ~ pour x — a. 

MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 

614 . On peut encore employer la méthode des coeffi 1 * 
cienls -indéterminés pour développer en série l’intégrale 
d’une équation dlllérenïielle. On obtient souvent par-' ce 
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• * 

moyeu des développements qui renferment des puis- 
sances négatives de x, ce que ne peut donner la série de 
Maclaurin. 

Reprenons l’équation précédente sous la forme 


(«), 


d’ y 2 dy 

-fc- - -7- Hr = °- 
dr . ’ xdx 


Supposons que l’intégrale soit 


(2) . • ~'y = A-r* -h B.r 8 -t; CiV-f-. , 

a, 6, y, . . . étant des nombres croissants : on aura, 

^ = aAÆ a “' + eBar 6- ' -t- vCxî'-' -t- . . . , 
dx 4 \ ' 

ét, après la substitution de ces valeurs dans l’équation 
proposée, . v 

^ ( A<i(a-f-i)x“-? + A« J * K -t-B 6 fS- 4 -t)»S- a 

( -f- B -f- C y — {— l ) x^ a -+- C n* -4- -, ^ . — .. o. 
Pour que oette équation soit identique, il faut que les 
coefficients des différentes puissances de x soiçnfnuls 
séparément. Or puisque a, ë, y , ... sont des nombres 
croissants^ * — 2 est le plus petit exposant de x dans 
l’équation ( 3 ). On doit donc avoir 
A«(a + l) = 0 , 

et, comme A 11e peut pas être nul, il faut que l’on ait 
a — o , ou a = — 1 . 

Prenons d’abord a = — 1. Les deux plus petits exposants 
qui viennent ensuite sont a et 6 — 2. Ils peuvent être égaux 
ou inégaux : s’ils sont inégaux, le terme BS (6 -f- 1) a: 6-3 
ne pouvant se réduire avec un autre devra être nul de 
lui-même, ce qui donnera 6 — 0 ou 6 = — 1 . Mais on 
ne peut supposer 6 == — 1, puisqu’on a déjà p = — 1 et 
que « est supposé moindre que 6 : donc 6 = 0. Parmi les 
exposants qui suivent, les plus petits sont « et yi— 2 ; 
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nous devons les supposer égaux, car le terme A/i*x“ doit 
se réduire avec un autre, puisque A ne peut être nul. De 
là résulte 

Ï = A« j +.C7(7-+-i) = 0. 

On trouvera de même 

' 5=2, Bn’ + DîjJ -4- i) = o, 

e = 3, W+Bi(i + i)=o, 
et ainsi de suite; on en conclut 

B/j’ , . • • 


C = -^, 

I .2 


D =: — 


1.2.3’ 


,, A n' ,, _ B ri 
15 “'1.2.34’ 1.2.34.5’ 


Par conséquent, 


ou 



ri 1 ! 

n* X? \ 


‘t 

II 

K 

r 

h 1 

| - _ 

1.2 .1 

. 2.34 "7 



■ ij 1 . 

rix' 

, I 

n* x 4 



-t- n 1 i - 

1.2.3 

1 .2.3.4.5' 

7 



A cos nx 

B sin «a; 


• 

"y 

X 

"*■ nx ’ 




- B 

ou liien, en posant A = c, - = t/, - 

. c cos nx b' sin nx 


1 

612 . Si' au lieu de supposer S — 2 différent de a, od fait 
• ■ g — 2 = a = -r 1 , d’où 6 = 1, 

le terme O/ (y -+- 1) x y ~* n’étant pas nul, puisqu’on a 
y o i , . doit être détruit par B«’x s . On a donc 
y — 2 = S ; on aura de même â — 2 = y, s — 2 = â, etc. 
Par conséquent, . • . . , . 

g = r, 7 = 3, 5 = 5,::., 

et ensuite 

An*' _ A ri 


\ ri „ 

B = — » . C = 5-7 1 

r-.a , i.e.3.4 


1) = - 


I . .6.’ ■ .. 
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Il en résulte 

• A 

7 = A 


COUKS D AHAJ,YSE. 


n'x 


ni-x> 


A cos nx ■ 


, V. \ = __ 

X 1.2 12.3*4 / 27 ■' « ‘ 

mais on n’obtient ainsi qu’une intégrale particulière. 

L’hypothèse a — o conduit aussi à une intégrale par- 
ticulière 

A' sinnj: 

Y = 1 s 

n.v 

En ajoutant ces deux intégrales particulières, on re- 
trouve l’intégrale générale. 

Au reste, il suffit de faire xj — u pour ramener l’équâ*- 
tion (i) à la suivante : 

d 2 u . • 

(-«-« = o 

dx' ■* ’ 

que l’on sait intégrer. . • .* 


‘ AUTRE FORME DE DÉVELOPPEMENT. 

613. L’équation linéaire du second ordre 
, , d 1 r „ dy „ 


• . / . 


peut toujours se ramener à une équation à deux termes. 
En effet, posons y = uz. L’équation proposée deviendra 

d 1 z (du \ dz (d'n du _ \ 

Déterminons u par la condition 


(3) * 


du 

2 — -4- P# = o, 
dx 

-\SVdx - 


d’où • u = c 

cette valeur étant substituée dans l’équation (a), on aura 
d'z 


(4) 


dx ’ 


= R?, 


R étant une fonction connue de x . » 
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614. Désignons par A ef B les valeurs de z et de — > 

• • » » 

correspondant à une valeur arbitraire x = a. Mous au- 
rons, êu intégrant deux fois de suite, entre les limites a 
et x, les deux membres de l’équation (4). 

= R+ f Rrrfx, ' 

- Ja 

. z'= A -t- B (x — a)-- 1- / tir f Rjr/r, 

'Ja Ja 

ou bien, en posant t = A -f- B . ( x — a), 

J r» x r* x 

I dx I R tdx. . ■ . 

a Ja 

Si dans le second membre de celte équation on rem- 
place. z par ta valeur que donne celte même équation, 
onàyra _ 


( 6 ) 


; = /-K f 'dx ! R tdx 1 ' 

Ja ■ Ja * •*' 

• * . ’ . ■ 

J r* X /% x f* X /a X 9 

■dx I Rdx I dx I Rzdx 
ar J a J a J<i 

et en remplaçant encore z par la valeur (5), 

! n x n x n x n x nx nx 

z=l - (- I dx t Rtdx+'f dx I Rdx I dx I R tdx 

J a ! J a J a J a J ol Ja 

nx nx nx nx nx nx 

-4- / dx I Rdx j dx I Rdx I dx I Rzdx. • 

J a J a J a J a J a J a 

615. En continuant ainsi, on obtient une suite indéfinie 

•(8) z = t ■+- f dx f R tdx + . . . . 

Ja Ja * , 

dont chaque terme, à l’exception du dernier, se déduit du •• 
précédent en le multipliant par RAr’, et en intégrant 
par rapport à x deux fois entre les limites a et x. Le 
dernier terme se forme d’après une loi analogue, mais il 
contient toujours la fonction inconnue z. Cependant le 
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développement (8) pourra servir au calcul. de la valeur 
approchée de z, si, à mesure que le nombre des termes 
augmente, le dernier tend vers o. C’est, en effet, ce qui 
arrive quand la fonction R ne devient pas infinie dans 
l’intervalle où l’on fait varier x. 

Pour le démontrer, supposons que x croisse d'une ma- 
nière continue depuis la valeur a jusqu’à une valeur 
quelconque 5. Soient M, p, C le$ valeurs maximum de 
R, z, t , dans l’intervalle considéré. On aura, en valeur 
absolue, N 

, 8 <C M» * P » .t ^ C , 

le signe <[- n’excluant pas l égalité. Si l’pn trouve pour p 
une valeur finie, il .sera démontré que z ne peut pas 
devenir infinie entre les limites a et b. 

Or, en premier lieu, on a, dans cet intervalle, 

* • » ‘ • 

R f < CM , . 

, » / f * • • 

J /» X /»x » 

' R tdx< / CM*/*; 

a Ja • 

• . , * f R/rf*<CM(* — a). 

J a 

* x . . . » . •% 

De là o» tire, en intégrant successivement, 


donc 


ou 


Rtdx < CM 


(* — «)» 


... IH' 

f de f R dx f dxf Rtdx < CM* » 

f dx I R dx f dx f R dx f dx f Rf*/j<CM 3 
J a %) a • v *✓ «i > % J a ~ jha ■ » I • • O 


et ainsi de suite. 

D’un autre côté, on a 

. - ’ Rs<pM, <*. 


t 
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i 3 y 


et, par suite, 


J Rzdx < j*M (.r — a), 

• ; f X(ix f Rzr/x <f tM 

f Z dx f*Rdx f dx f .Rstfx<^M a < x .~*° ')* , ' • 

et ainsi de suite. Donc, en arrêtant le développement de 2 


à « •+• 1 termes, le dernier sera moindre que üM" — — — ■ 

1 r x.a. ..an 

D’après ces inégalités, on, déduira de liquation ( 8 ) 


z < C + CM 


(x — a )» 

I .2 


-CM 


A*~ a Y , ■ 

1 . 2 . 3 , 4 ' 


' (x — /jW"”* 1 ) ( •*■ O ) M 

4 . CM”- ; — r -f- ftM" ^ , 

I. 2 ... 2 (/? — l) I.?. ... 2/1 

/ «. 

c’est-à-dire, à fortiori, 

z< — C >*'" + e-e-')^} + t** 1 " "T , 

2 L 1 . 2 ,. . . 2 n 


car on a 


C+(M { ^ + CW {x - aY 


On sait que — ; -— ou 

, i . . :in 


M, 

7 peut deycnii’ 


• 1.2.34 

M"(.r — «)“ [(x — a) S^m] J 

I . 2 ... 2/1 

moindre que toute quantité donnée £ quand « est suffi- 
samment grand. Donc, si on désigne par K la plus grande 

valeur de ^C[e (x-a)/ “ -He~ ( - r - a)/ ”],quand;c variedeaà b , 
valeur qui est indépendante de «, on apra 
z<K + f «. . 

Celte inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et &, ou peut remplacer z par sa valéyï 
maximum u et l’on aura ’ ’ • 

, J l 

’ ‘ ' P<K Hrf«, - 
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K • • 


f*< 


I — S 


Ainsi fj. ne peut pas devenir infini, et, par suite, le 


„. (■* ~ a Y‘ i 

1.2.. .o.n ’ 


Testé de la série (8), qui est moindre que p.M‘ 
tend ver» o, ce qu’il fallait démontrer. 

616. On arrive encore à' la formule (8) (615) par la 
méthode suivante. ... 

Posons • 

Z 3= «o + «, -+- «1 -+- . i • , 

«o, «i, Uj, • ■ . , étant des fonçtions de x que nou» allons. 

déterminer. On doit avoir nu 

dx 3 


d 2 II a d 2 U, 

dx 2 dx 2 


d 2 u, 
dx 2 


-t- . . . — R u 0 — j- -t 4 - . . . . 


Or on satisfera à cette équation en posant > 
, -d 2 u, d 2 u, d 2 u, 

5--°* ^ = = 


dx 2 


dx 2 

du, 

~dZ 


En supposant que l’on ait u 0 — A, 6 pour x == a, 

du, du , 
dx ’ dx ' 


du, du, , , 

et que u t , u,, ... , —-■> • ■■> s annulent pour x — a, 


ou tire de Là . 

(/„— A -t- B (x — a ) — t, 

R tdjç, 


a, = r dx ç 
J a J a 

. r%x /*x - /%* / . • 

«a — I Ax I Rdx I dx I R tdx, 

. Ja J a. du J a 

Ou démontrera ensuite la convergence de la série 
. • * vz ï=î «„ -+- u, + 

• comme on l’a fait plus haut. • . . 

(fut J , 

On traitera de la même manière l'équation = ll-z. 
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et l’on aura une série où chaque terme s’obtiendra en 
multipliant le précédent par R/fo™ et intégrant m fois. 

617. Comme application de cette méthode, considé- 
rons l’équation du second ordre' 

rf 2 Z . •« 

(.) 

« * g 

«‘laquelle se réduit l’équation. dite de Riccati 

tly * 

( 2 ) •• • - -+- y* — a .r**, 

en posant 


<lx 


I dz 

Pour plus de simplicité, supposons « = i, et prenons 
toutes les intégrales indiquées au numéro précédent, entre 
les limites o et x : nous aurons 

f = A4-Bz. 

Multipliant par x m dx % et intégrant deux fois entre les 
limites o et x , il viendra 


à, 


Kx m+ ' 


IJ-r'"*’ 


! - (//r -h. ij (ni -h-2) ( m 4- ! 2) (m 4-13) 

Nous-aurom de inèm<? successivement * ' 

‘ ‘ ' •»* 

\x im + 4 *• 




- r . - - , 

(ni 4 - 1 ) (m 4- 2 ) (àa/H- 3) rh 4) 

*- ‘ - ’ v.s' 


— (ni ri- â) (m 4~ 3)-{2//r -+• 4) t 2 " 1 ^ 

' . ' . A ***+•. . t _ . 

“ ' (m 4- 1 ) (m-\ri) ( 2 m 4- 3).(2to -f- 4) (3m H- 5j (3/?; — (—t>) 

(m -+- 2 }(m 4 - 3) (2 m -t- f\ ){im 4- 5) (3 m 4- 6) (3 m 4- 7 ) ’ 
et ainsr-tle-suite'. 
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Par conséquent la valeur de 2 sera 

* '* 

(m -h 1) (m -+- 2) {m + 1 ) (ni -y- 2) (2m -T- 3 )fam +- 4 ) 


(ni -+- i).(m -+- 2 ) ( 2 m H- 3) \p.m +4) (3m -+- 5) (3m -+■ 6 } 

• j»lnt' I S 

(m ■+■ 2 ) (m -+■ 3) (m 2 J (m 3) (un -+- \) (am -+- 5) 

7 j 3 m+J / 

__ 

.( m -+- 2 ) (>n 4- 3) (am -+- 4) ( 2 /n H- 5) (3m -f- 6 ) (3m -(- 7 ) 
Quand m = o, cette formule se réduit à 

' 3 = A + B gJ -~ c : - = A'e* 4 - B'c~~* ■■ - 

2 2 ’ • 

qui est bien l’intégrale de l’équation 

d'z 

dx' ~ ' 

‘ ' A , * 

■ INTÉGRATION d’une ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE A L’AIDE 
d’intégrales définies. - 

618. Soit l’équation 

' - d , y ni dy' ' , . 

d* + '* 

v 

.. m-et ^désignant deux constantes : admettons que son in- 
■ tëgrale puisse être développée en série' convergente pro- 
cédant suivant les puissances ascendantes de x, et posons 

y = Ax K -f- Bx ê 4- . . . -|- -f- M/ 4- ; . .. . 

J . En substituant cette valeur dans l’équation, on aura 


A a (a — l) 

x^ u *+ B g(e.-i) 

* ê .t+.-.+ W^- t) 

4- m A* 

+ mBg 



•Pour que cette équation soit identique, il faut d’abord 
que l’on ait • 

t a (a — l 4-m) = o , 

c’est-à-dire « = oou* = i— m. „ 
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Si F on prend d abord a = o et que l’on procède comme 
il a été indiqué au n° 611, on trouvera la série 

. r A ** 1 / ( ‘x‘ q 

• L i.(w-t-i) i .2(/ra ' ‘J 

Si i on fait au contraire a = i — m, on aura par le 
même procédé 

/l’a; 3 h*x* 


r, “ A * |; —{ 




m) i . a . (3 — m) (5 — m ) 

Ji et j, sont deux intégrales particulières contenant cha- 
cune une constante arbitraire. Leur somme y, -t-j", sera 
donc l’intégrale générale. 

619. On peut remplacer les séries jy, et j t par des 
intégrales définies. En effet, entre les coefficients L et M 
de deux termes consécutifs dans la série y,, on a la re- 
lation 

i 1 L=M/i(i — m — 2 p). 

Or, on déduit de la formule (B) (I, 372) une relation 
analogue entre deux intégrales définies, savoir : 

J r M - . , 2«— i r™ 

I CosVasin"-' Wa=c 1 cos’P- 3 asin"“ , ârf« i 

o A 

Le rapport de ces deux intégrales est, à un facteur cou- 

, • . i ii . . M ( | a, 

slant près, égal au rapport sj donc ou pose 

L 

' • < * . » . * _ * 

/»17T 

M-Apl cos , t’asin'" -l arfa, 

. ’• «/ n j 

. * . rm , 

L=A /i _, I eosV-’asin^-'arfa, 

- Jo 


on aura 


M A, 

L 


2 p — I 


donc 

. ’ 


2 /’ “h m — f p{i m — ?pŸ 

* À' ‘ 


*• A„= — 


; (a p — i)p 


— I « 
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D’après cette formule et cômme A 0 u’est autre chose 
que A, on aura - . 

2 h 1 4 A 4 a . ( — i/t i y 

a ’=- 7 ^ a> Aj = 7 ^X 4 ’ ^ = k \.Z— p ' 

• » > 

' - , » 

et, par conséquent, 

. •* “ * • 4 

• ( ?./i 2 )p 

M„:=A- — I. cosVasin m ~'a<ia, 

f i .V. . .2/, J n ' ■: 

et /,=y A^ }/l ,rr P f cos^asin '"-‘aria, 

Ai 1 . 2 . . .2 p J 0 

où bien 


r, = A f sin” -l a(/a|r 

»/ n 


2 //’x'cos , a 4A'x‘ c os‘a 


I . 2 


A'.i‘cos‘a \ 

l . 2 . 3-4 / 


Mais l’expression entre parenthèses égale cos (//x \/ ïcosa) • - 
On a donc enfin 

y,==A J cos(Axy^2cos«)sin'" — ' 'ada. 

La seconde série se déduit de la première eivchangeant 


m 


en 2 — m. On aura donc 


6£0 
on m 


/» 7 t - . . * ’* t 

y-=A'^ ,w/ " J» Coslhx v^ 2 cosaYsin , “' n a<£ju 

* • L - •*' * * ±‘ . '*>*•' 

*/o • *• » • 

r _ - - ;. '• v r " • * "A 

, La valeur dé^, devient illusoire quand ou a m=o\. 

o. En effet, si m = o T l’intégrale . * ' ' ** # 

# * ► * V 

v • • *. •* 

' cps-^Ax y/2 cos-a] sin” ,_1 ttrfa . • . 

O* " . m>' ■ 


n du . 

— » 
a 


est plus grande que 

A désignant une quantité moindre que la plus petite 
valeur de cos(&jc ^acosa) quand « varie de o à 71. Or, 
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J f* du ' •- • f , 

I — =,00 .Donc la première intégrale est infinie quand 

0 î ; • ' ’ ■ 

/ra=o,et à plus forte raison quand on a m<^0. • • 

De même la seconde intégrale n’aura une valeur finie •" 
qüe si' a — nt est positif. 

Dpno y t -+-Ji ne représentera l’intégrale générale que . 
si m est compris entre o et 2 . En dehors de ces deux 
limites, l’une des deux formules tombera en défaut, mais ■ ' 
l’autre subsistera et servira à trouver l'intégrale générale . ' 
parle procédé du n° 608. • ■ - - , v .. • 

621. Examinons maintenant quelques cas particuliers. 

1 ® m — o. L’équation se réduit à 

* * * r • . V. % • », • 

d 2 y ,, ; 

- . -A -+- 2 /> , /= o.- • 

c 4 r ! ‘ • / .• 


Pour déduire son intégrale des formules précédentes, eib- 
servons que la valeur dey, , qui est encore admissible, se 

réduit .â ■-* . 1 . . . * 

’ /»w - • ; ' - ■ 

-, y, = A'.r | cos(è.ry2 cOsa) sînaz/ a • s • * ‘ 

•• -Jtt ' x • 

“=-A_ / cOsf/zx \/2cosaW.(/ijr V^ cosa ) ' » 

• /iWô . ; .. .. . / >, v . 

. ■ r='Csin(**,v'â)- # ‘ ' 

Au moyen.de cette première intégrale on trouvera ' . 

* * -4* î « ‘ , 

. » 7 = csiir{/;x v'a) -H r'eps (Aan/?-.). > 

a° /n-=t 2.- La valeur de yi est illusoire, mais celle de 
y, subsiste et dopihè.CsinU.Wï) pour intégrale partiJ ' . 

'culière. On en déduit l’iutegrale generale • > " 

\ * ~ \ * ' -v • -• • 

.csin(/l.»: V — fc- c'c0s(/|.r ^/a) . •. 

- -T- \ . . • . ' T* . : • 

• .. . ... X 

*• g» m=i. Le rapport de y, à y, est coustant, et ee> «• 

-ÿl AéAlàmi". ^ ; 

- *."*■■'. . *•* • 

• 9 # , • , ** , . 

*• J • • * •- , ; • •; • 
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deux intégrales ne sont pl nè distinctes. Dans ce cas',oii - 
posera m d= i + h el l’on appliquera le procédé de d’A- 
lembect. * - .* ’ .• ' 


• EXERCICES. 


. ’ •’ .,v\. *V 


v^-V ** *:• -V H- -V. ■ 


Solution 


T .r s x % .j.-’ "T *" * * . 

- r -r C |j* 4 [T 7 âj y ,^' {i.'i.Bp + (i.a.3.4)"' 4 y ‘J’ ; •» 

, intégrale particulière. ^ 

•<v . • t(x ± • V ' ;• 

_< ! <7^V • dr - 

• 2 - = ü ou - ^ 5 r + ^- 0 - 

• "■Solution’. . ' . ' .* 

. ■ / aA . .v' a? \ 

; ; • ' ■ 

■ . jnfégralé" particpJifcre'.'- • ■ 
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d m y 

dz 

dl's\ 

y • Tx" 

T?' 

Te": 

’’ du*} 

dy 

d"y 

dz 

d’z\. 


4e*’ S ’ * 

■’ dxi) 
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QUARANTE - NEUVIÈME LEÇON. 

•- ; ' 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES .SIMULTANÉES. 

, 

Élimination d’une variable entre deux équations' difTiircntielles. — Sys- 
tèmes d’cquatians du premier ordre équivalents h une ou plusieurs . 
équations d'un ordre quelconque. — Théorèmes sur les intégrales des 
équations simultanées du premier ordre. — Intégration des équations 
'y simultanées du premier ordro. 

* n a? 

•' • . r * a. J • i _ f 

T ÉLIMINATION n’iNE V AIUABLE ENTRE DEUX ÉQUATIONS 
' DIFFÉRENTIELLES. ‘ : 

(522. Soient ' 


f 


deux équations qui renferment deux fonctions^ et z d’uuc 
variable indépendante xct leurs dérivées de divers ordres. 
En éliminant .jr entre ces équations, on obtiendra una 
équation differen titille à une seule variable et dontl’iuté- 
gration fera connaître z. .• • ■ 

Pour opérer cette élimination, on difféjcnticra n fois 
la première équation, et m fois la seconde 5 on aura aiijsi 
ni-^n + i. équations entre lesquelles jl sera possjbh; 
d’éliminer par les moyens ordinaires de l’algèbre les 

• ' dy d 1 y * ‘ A* '."y; ’ 

m 4- « -+- 1 inconnues y, ~ ■ , • • • * L équation 

finale sera, eii général, d’un ordre égalau plus grand des 
deux n qro br es n-hp,- in 4 - toutefois cet ordre peut 
être moindre, ‘si l’élimination a pu s’-efiectUér sans cm- 
- ployer les nt ■+■ n 4- -à équations» 

023. Plus généralement, si l’on- avait r équations dif- 
' férenticlles contenant une vanïablc indépendante x el r 
fonctions y, a, t/,. . .'de celte variable, on éliminerait,/' 
entre <5eS r équations, ce. qui donnerait /• — 1 équations 
entrez, 4 , ■çle. On éliminerait ensuite z entre ces r — 1 


- « 
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^équations, ©l ainsi de suite.- On arriverait ainsi à une 
équation diflérentielle ne renfermant plus qu’une seule 
des fonctions inconnues. . V ' ’ '• 

* ‘ .. ' < * * £/.*"' •« ' .’ .î * 

... ' . i * - , - 

SYSTÈMES ©'ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE ÉQUIVALENTS À 
UNE OU PLUSIEURS ÉQUATIONS DUS ORDRE QUELCONQUE^ 

624. On peut remplacer une équation différentielle 
d’un ordre quelconque à deux variables par un système ; 
d’équations simultanées du premier ordre, en représen- 
tant par une lettre chacune des dérivées, excepté celle qui. 
est de l’ordre le plus élevé. Ainsi l’équation . 

, . • - , / dy tl'y d 3 y\ , - . ' 

• K f f dx Z?* JS ) . ' 

est évidemment équivalente aux équations suivantes : • > 

■ — y< d jL%C« y Y Y 

\ dx ' dx - y ' -, 

• : y: / y y vV v ‘ 

• 625. De même les équations - . . ... 

I ,/, rfr rfV dz . ’ (frz\ 

-s?’ *•- . 

p/Y v ^ ^ *. rfs ' .^fV 

, F r • r ’ 8 * 

dans lesquelles nous supposerons m n, q^>p : peuvent 
être remplacées par le système des équations du premier 
ordre • v — . ; . 

! * ±.± : y>''.bL= r * i* v( éiô 

dx * . . dx * ’ dx ,* , -• / ^ / 

d* dx! ,, * - ’ “ v 

r il,.-— -CI , . r = 

>,\dx * ' i‘ . 

•i . ‘ v • 

f [*, - z > f ) = ?> 

• / »> * « i - 'd, z(^tOY 

. !* ' iv *. • ' * % 


.v j;- • 
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En général, étant donné nu nombre quelconque d’é- 
quations différentielles renfermantune variable indépen-'y* 
dantc et plusieurs fonctions de cette variable, si l’on re- 
présente ces dérivées, à l'exception de celles dout l’ordre 
est le plus élevé, par des lettres, on aura un système d’é- 
quations simultanées et du premier ordre qui sera équi- 
valent aux équations proposées. 

* a #i " '• .* V ^ •' * •*v r *. 

* • * f - . . 

THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 

- 

SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE. • 

’ 4 ' ;. « 

626. Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait 

trois équations différentielles simultanées et du pre- 
mier ordre entre une variable indépendante x- et trois 
fonctions y, z, u de celte variable. On' pourra en gé- 
néral résoudre ces équations par rapport aux dérivées 

•j** si’ ^ es remplacer par des équations de la forme . 


ou 


(*) 


± _ Q . _ 

dx ■ P dx 

i i 


its R 


“P 


dy Ht 


y 

du 

dx 

du 


V 

F 




P, Q, R, V étant des fonctions déterminées. Le problème 
proposé revient donc à établir entre les variables x ) y, 
i, u des relations telles, que les différentielles, de ces 
variables soient proportionnelles aux fonctions P, Q, 
R, V. ■ . ; - -. 

Je dis' maintenant que les relations cherchées doivent 
contenir trois, constantes arbitraires. En effet, les équa- 
tions (i) déterminent setilemeiit les accroissements infi- 
niment petits des variables y, z,.u pour un accroissement 
infiniment petit de x. On peut donc prendre à volonté 
les valeurs de y, z et n pour x=&a. En raisonnante 
comme ou l’a fait dans le cas- d^nne seule équation dilïé- 
rentielÎQ oo. volf que j-, z ot w son r des fonc- 


r 
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' * ' (ions .déterminées -db. jr, dépendant nécessairemejrt de 

$«iùrs: valeurs initiales, qui sont- tout à fait arbitraires; - : 

Les éqttalions intégrales doivent donc contcnfr • troi$ ; ; 

• constantes arbitraires. Ces constantes peuvent d'ailleurs . 

. ' être remplacées par d’autres ayant avec elles dcs réJa'tiqqs*' 

arbitraires, pourvu qu’on puisse déterminer les nouvéltes.' 

>. \ constantes de manière que y, z et «'aient des vàl/èvtÿ . 
i . f • ^données correspondant a une valeur donnée de x._ * ; > 

- "tX- r ‘ * ' j ' 

027. On arrive à la même conclusion par la série de • . 

■ ’ ’ Taylor., En eflct, si l’on représente par r a , ( i , ,étc., 

•• ' K .' < v. t - . - V 1 */» 

les valeurs de y et dc-ses dérivées pour x= «, on aura 

’v. 

Ensuite,, des équations , ", , . 


<‘y 
'■ ïu 


l> ,lx ' 


. " 'oiipent déduire ^4; en fonction de à?, j", z, u ;■ par con-‘ • 
. ‘ séquent ) dépendra .des valeurs arbitraires attrN • 


^ buées à y, z, ir pour x==n. Donc le développement dé £. ■ 

• - • contiendra trois constantes arbitraires. Les valeùrs de s. 

• et de « dépendrout aussi des mêmes constantes, 

• Les raisonnements qui précèdent s'étendent évidepr- 

' ment à un nombre quelconque d’équations.' Par con-, ' 

’ Séquç’nt m équations, du premier, ordre ' entra {n -jf i 1 , 
'variubJeSj ci qui peuvent être mises squS la forme (il, 

• admettent toujours m intégrales contenant m consiarites 
arbitraires. Ces constantes doivent être telles, que l’on 
puisse donner à m des variables des valeurs arbitraires . 
.pour une valeur quelconque, .jltrîbnéc, à la (y» ;+- 1 ,)‘ ■ 

* . ' variable. • ‘ . • •*> . . **’ • .' 

- ... • ■ y-*‘ ’■ * *• 

' » 028 . .(Ju g- supposé rpie b-s iVjtiàtions proposées pou'-- 
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(I) riz du 

vaicni être résolues par rapport aux dérivées — > —s . 

* - * * .*/ '<* ** . 'A , % * 

Dans certains cas particuliers cette résolution est impps- 
sitle. Par' exemple, si l’on avait 

* t ‘ , t ' _* - I . #• 

dy dz 

(r) ■* ' ' 


— I- -J-' ■+• * — o, 

CLT (l.r 


dy 


dz ■ 

x — I-' — t 1 


O. 


<Ijç dx 

eu cherchant à éliminer l’une des dérivées, on trouverait 

I équation ■ 

.* ' . . * * * ' 

( 2 ) y — tx 1 = 0 . ’ . ‘ ’ 

. ’ : . ^ \ -* ■ *' *. * •'* 

Cette équation peut remplacer l’une des deux proposées.. 

En portant la valeur de y qu elle fouruit dans la pre- 
.mière des équations ( 1 ), on aura . . ■ 

■*.' 1 dz * •• ’ 

d’où l’on déduit .7 . v» • , • •'* *•>'.. . . 

’■ ■ 1 ■ 2 -c — — • • ■ V • - v ' *• 

> 2 ci.,. - . 4 . 'V 

f ’ ,V * v • * , . , » * 

Ainsi, quand on ne peut pas résoudre le système pro- 
.posé par rapport à toutes les dérivées, le problème se 
. simplifié, parce qu’il existe alors entre les variables un 
certain nombre de relations algébriques, au moyen des- 
quelles on peut faire disparaître les dérivées dont le 
‘système 11 ’a pu fournir la valeur. Mais, dans ce cas, 

• lp nombre des constantes n’est plus égal au nombro des 
fonctions. • 


** • 

-* . 

’ - S 


INTÉGRATION 'DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES' DU , TREMIEll 

■« ORDRE. ’ -• * > 

^ 029, Soit: r-’ v •’ ... 

dx . dy _ dz- > du * • 

(w • * f ~ <y ~~ r-— t r ' •' 

* ■ ' / .yr\ ' . . 1 ■ , 

Un système d'équations simultanées. INpùs avons vu qn il 


Digilized by Google 


’*• 


t5? " i ’ 4 cours d’ajui-yse. • 

> « ,■* • * 

existait trois équations intégrales, 

* * *- ' ' • 

i 'Pl (•*> r, "» c '> c'')=o. 

F,(*, j, z, u, c, c', c")—ç>, - -, ; ■ , 
Fj(>, X, z, u, c, c', c") = o,. , - * 

* ' t J . . , 

c, c', c" étant des constantes arbitraires. Ces équations, 
résolues par rapport aux constantes, peuvent être rem- 
placées par le système , • 


(3) 


a = c, ë = d, y — ç*ï 


a, 6, y désignant trois fonctions de x , y, i etn sans 
constantes arbitraires. On peut donc trouver trois fonc- 
tions de x, « qui conservent des valeurs constantes 
quand on y fait varier simultanément toutes les va- 
riables. , • * r- * ’ . ’ * ; .. •• • 

-* Remarquons d’abord que les fonctions P, Q, R, V ne 
peuvent pas ètée à la fois identiquement nulles, car les 
équations (i) n’offriraient alots aucun sens. 

Admettons que P ne soit pas identiquement nul et 
prenons x pour variable indépendants. Je dis que P ne 
pourra pas .même s’annuler constamment en vertu des 
équations, (3). En effet, l’équation P = o né renfermant 
pas de constante arbitraire, on ne pourrait pas se donner 
à volonté des valeurs de y, -z,; u pour une valeur quel- 
' Conque de x. ; ,■ ■ * . 

Supposons donc P différent de ô, En diflérentiant 
l'équation a. — e, ou a . , * .V 

. dx j * . da. *d x ■ . da , - 1 ' 

— dx — (ly + — di — du = o. 

dp. : dy< di dji r ■ ... . 

0 ' * v*i ‘ * • * . * - - ’ * ' * - '* > 

. Riais a — c étant une intégrale des équations { i.)‘, • I es 
différentielles dx, dy, <fz, du doivent être proportion- 
nelles à 1^, R, V 5 on aura donc .* * . ’• 


-J 




.. dr dr , .(fn .... 


ri.r 
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Ceitç équation doit être identique 5 autrement elle éta- 
blirait une relation entre les variables x, y, z et u et l’on 
ne pourrait pas donner des valeurs arbitraires à j t z, u 
pour une valeur particulière de .r. 

On aura' donc les trois équations identiques 


( 6 ) 


'd a* . ^da. _ da „da. ' 
p -7 I- Q T- -t- R -7 h v TJ - =? °> 

i/r- , dy • dz du 


i P 


ilî 

dx 


n d g n d 6' „ dZ 

P^ +Q i 2 . +R ^ +ï lZ. = l) . 

dx dj , dz du 


630. Réciproquement, si l'on trouve une fonction 0 
des variables x, y, z, u, sans constante arbitraire, telle, 
que l'on ait identiquement 

; . ' „ dQ ~d0 ' </8 „ rfo 

(r) P ^+ Q ^ + R ^ +V ^ = 0 ’ 
l’équation , • • 

* ,* •» ' • * . t . * •> 4 ‘ * 

0 = c 

• , • . •*. 1 

■* 

sera ane intégrale^des équations simultanées ’ 

\ . ' • ; ... . A . V ; - *• .y *- 

<£r <fp //z 

^ ... . /. 

^ *• • • r f . 

En effet, on a ' 4 , 

• 0 • < /-rfO dOdf M dz dé du\ 

dO = <fx I — : — P -7- tt- -+- -J- .-7- ) - ■ . . 

. «/ dx dz dx du dxj « • 

donc K, 2 et n étant des fonctions de a: telles, que l’on ait 

’ » " ... 

, . dy ,.Q dz . .B* du * V .. . 

— • i «fa ‘P* ;/fe P* rf,r; P ’ . . . 

• • ' - ■ * * i. . » • . » , 

on aura ^ 

:dx [ d ( i p/0 dO d f J \ 

• : rfc= j( p st Q ^ + Il * +v *) : ; 

. 

mais la quan ti lé renfet ra^ç ^nliv'.partfnlhè^es x?st nulle 
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par hypothèse, donc . \\ » r. , 

<19 co, .ou 0=o 

Il suit die lâ.quesi l'on trouve trois fonctions or, £, y epui . 
substituées à 0 satisfassent identiquement jr l’çqualion.(i), 
les équations . . ‘ , * • •.*«" 

(3) • • . a==c, € =^c',- y —c" * • 

seront les intégrales des équations (a). • - \ 

631. Des intégrales (3) peuvent se déduire une infi- 
nité d’autres, car x, z , u -variant de manière que : 
les fonctions a, 6, y conservent une valeur constante, 
toute fonction de la forme ^(«, S, y) conservera aussi 
une valeur constante. 

On peut d’ailleurs vérifier directement que l’équation 

• /(ïj •?(“» y} — c 

• ■ . r ' f • < '**'*' . '■ . , * , 

' est une intégrale des équations (^).Etx -effet, cm a 


v f5 ). 


Si l’on multiplie cCs équations respectivement par 
P, Q, U, V et qu’on les ajoute, le second membre sera 
nul en vertu des équations (6) du n° 629. Oh aura donc 

••• P -H Q ^ + K^ + Vp- =: 0 , 

c’est-à-dire que ? mis à la place de 6 satisfait à l'équa- 
tion, ( i ). Doue ÿi —r est bien une intégrait* des équations' 
* .proposées. , 

" . * *• '• 7* •; ' • ' 

632. On -petit même démoittrer que toute fonction 0 


dy 

rtf da 

-fc- 

f Js 

d g 

-f- 

dy dy . 

dæ 

d a dx 


dt 

dx 


dy dx ' 

dy 

* <hf da 

». 

1 

di 

dS 

-1. 

dy dy 

djf 

da. <(jr 


d g 

d? 

"t“ 

dy dy. 

ii 

■ <(y da. 

_L_ 

d cp 

dS 

1 

dy dy 

di 

da dz 

T? 

<K 

tli 



in 

dy d a 

« 

. » 

d{ f. 

dt 


do, dy 

da 

<1 a du 


dë 

dit 

“t 

dy du 


- -',lc 


• 


/ «: • 
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de x, y, z, u qui satisfait à l' équation "• 

, . . • ‘do • rfff ' f/o „</«, 

doit se réduire à une fonctiçn de a, S, y. En effet, soit 

( 2 ) 0 = ts(*, y, z, «]; ■ 

" , * - , f %. . . * 

posons ’• .*• • , . . • . . • • . 

(J) an=/,(x,y, z, u), .6 =•/,(*, 7, z, >«), r =f i (x,y, z, u)i 

on peut tirer de là les valeurs, de^, z , u en fonction de a , 
6, y et.r; en les substituant dans fa valeur de 0, on aura 

( 4 ) , 0 — it{d, $ t .y, x). 

Or, je dis que x ne doit pas entrer explicitement dans 
cetté équation. En effet, en mettant cette valeur de 0 dans 
l’équation ( 1 ), on aura . 

! (dit d x ■ dn du ■ tl h fl'/ il ir \ '• » 

T * \ fl x il je <IS' dx d-^ dx dx J | 


(5) 


1 idn.dct !/<r .«&' dn *ry\ 

! Wa dy~*~ tlS dy fij } 

( , ■ ». * ‘ ■ > . — .... 

/ di r dot dn dû . tin dy \ 

I , + R [dï dz + rfë Â* + - 5T / 1.* > * . v. 




f/6, dz ’ dy f/3 J 
dn fia. fin f/6 fin dy s 


«fcV. UI| UV KH «Y 1 I 

f/a f//f f/6 f/<f </'/ (lu) ■ j * ** 

, Mais 1 les ’foncüons 2 , 6, y satisfaisant à l'équation (i) t 
réqùation (5) se réduit à 


. 'dn 

• F — ==-o, 

* r * f/.r 


f •* % 
l 


ou a 


dn 
% f/a’ 


= — o,': , 


puisque _P ne peut être nul que pour des valeurs parti- , 
culières des variables. Ainsi la fonction tt, iic contient 
pas # explicitement et se réduit à upc fonction de *, ’ 


S, y. 


• "/ _• 
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CINQUANTIÈME LEÇON. - 

SUITE DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 

Équations linéaires, cas de deux équations,. méthode de tTAlerafoert; — 
cas de trois équations, — Réduction du cas général au capoù les équa- 
tions sont privées do second membre. — Méthode dé M. Cauchy. — 
Remarque sur les équations linéaires. 1 / : •" # . 

* . . ' * . ; ' * ' » * : , . 4 


CAS DE DEUX ÉQUATIONS, MÉTHODE DE D ALEMBEXT# 

' ' • '*** \ . * ’ ' , # 

633. Si l’on a deux; équations linéaires du premier 

ordre entre une variable indépendante x et deux fonc- 
tions^ et z de cette variable, en éliminant tour à tour. 

— et -4-i on obtiendra deux équations de la forme sui- 

tlx ■ (IX 

vante • 


(é \ 

t 


I <*y 


• v-< 


.^^Pr + Q. = v . 


■P, Q, V, P', Q', V', désignant des fonctions de x. 

On pourrait appliquer à ces équations le procédé d’éli- 
mination exposé pins baut (G22) v et l’on parviendrait à 
une équation linéaire dii second ordrè ne contenant 
qû’une seule fonction inconnue ; mais il est plus aVanta-- 
geux d’employer. la méthode $uivaute,.qui a été imaginée 
par d'Alembert et perfectionnée par. Ampère.- ' -'- 

Ajoutons les équations (i) après avoir multiplié la se- 
conde par, une indéterminée 0 : nous aurons 


x' <}r 

dx . 

* a - 

f* 


*(3) .-.--t- 


d~ 1 ' ' ■ . ' - ' 

JL + ( P{ 4- P'S)> -4- (Q 4- Q > Qj*‘.=c V + V9. *. • 


•Si & était une constante, 9 ^ serait (a dérivée de’ 

• v. . ' • 

,f‘+ Oz ; posons doue. ... . . , , • . 


.(- 3 ) 


Oï, 
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CINQUANTIÈME LEÇON 

il en résulte j ~ t ^—6z et 

* * . - - 1 . « » *_ 

* . dy Qdz 

-i ’ dx dx 


1 h 


dt dQ‘ 

dx d.r 


L’équation (a) devient alors 

fit d 0 


(4) ^ — 2 ^~ + ( p + p ' 9 ) (f + (Q -f-Q'efafcV-f- v'o. 

*- * , *, < ’j * * # 

Comme z n entrq iei qu’à la première puissance, ou. 
éliminera cette fonction en égalant son coefficient à zéro 
-et , l’on aura les deux équations «, 

(5) 


(«) 


“-t-(P+ ^0)9 -Q — Q'0 = o, 
dt X 

l-(p+ P'9)r — V — V'0=o. 

dx . 


L’équation (5) ne contient que 0 et je; elle détermine- 
donc 0. Mais, quoique du premier ordre, elle n’est pas 
linéaire, et l’on ne saura pas en général 1‘ intégrer. Cepen- 
dant, si l’on en connaît seulement deux intégrales parti- 
culières Ô t et 0,, la question proposée pourra être résolue. 

En effet, ces intégrales particulières étant mises à la 
place de 0 dans l'équation (6) qui. est linéaire, on obtien- 
dra deux valeurs Correspondantes de t, et f. r contenant 
chacune tuie constante arbitraire. On aura eqsuitcy et z 
au moyen des deux équations . 

v+0,3 = r,', / . . . ■ • 

Les valeurs de y et de z ainsi obtenues contiendront 
deux constantes arbitraires, puisque t, et en contien-, 

hent chacun une. i : ' * • ! . • 

** . * > ' * ».** •** 

634. Dans le cas où les coefficients P? Q,*VQf sont . 
cotistants, on peut supposer 0 constantdans l’équatioo (5), 
qui se réduit alors à . ■ • : • 

. ' »* . ' •; 

( 7 ) . ■ (*P 4 - P'0)-O — Q — Q'0 == o. ' ; 

Cette équation est duseroml degré et donne deux racines 
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constantes que l’on peut prendre pour 0, et 8»^ si ces ra- 
- cines'sont inégales'. " ; 

Si les racines de l’équation (y) étaient égales, on n’au- . 
rait qu’une valeur de 0. Mais dans ce cas l’équation (f>), 
en supposant 0- variable, peut se mettre sous la forme 

r» » , * 

J g • ' , 

{<>-*)'= P,- 

■ ■" A 6 ■' • • •’ • * 1 * 

• - ou • V + = %\ ■: 

équation dont l’integrâle générale est - ‘ r/ . » • , ... 

• ’ . • ' , • , 

• . > •. .i . ■ i ■ 

■ 0 =;& H ^ ♦ 

fj: + r 

* * * % ** * 

Comme on n’a besoin que de deux valeurs particulières 

de 0, on les choisira de la manière la plus simple en fai-, 
. r sant successivement c =.o, e== as , d’où. . , •- ! 

v ! . /. 

.*• ’• o,=s« -t- -i--» o;~ a.’ 

• . ; v *- ■ ' *. • ’. • 

’ Les équations (i) peuvent donc toujours être intégrées 
' quand leS coefficients P, Q,. P', Q' sont constants. . 

>, ,, ‘ ’ ' i ^ *" , ’ • v ’ *\ r y * ** 

• r *• j ’ ■ r , . r ^ ' * 

intégbation np tuojs éqeations LmÉAiitES. 

• „ . •- . - •’* 7 

()3o. La ipétbode précédente 1 s’applique avec quelques 

modifications à l'intégration de trois équations linéaires " 
simultanées à quatre variables x, y, z>, u. Ces conations 
‘ peuvent d’abord être mises sonsda forme * 

I- ■ r i». ,Æ.*s: •* • 

' ,/ r * - * 

\n* ; * ( — + Pj -t- Qs - 4 - R « V} ,v . 

. ' 1 Hz ' ' • *•'„ >V' • •’ * ;*•/*. . . ' 

’ (I) .*• » ■' — -4- P'J + 'Q': + -R'*- v:, ..•* 

1 '<* i-.- V *' 

.'*• •• * VTr H- Q"s+ R"*« V*r • 

WP . ' • 

Ajoutons ces trois équations après -avoir multiplié la • - 

• ~ * *'*'* • • *.•***** O*» 

• >» * . • • ' * : *’ * 
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seconde par S el la troisième par 'X. -On a ainsi 

- ■ p 

Y -M-Q -t- Q'O •+. Q7>2.-t- (R + R'.ô -t- R w l)« 

. \ * = y4-yy+v > ÀÏ i . 

Posons'.- 

’(*)•'■• y -h Qz -t-\u=. t, ' • ... * 

• y . •. . j. 

•- (l’où 


1 5 j) 


/ir . f/z _ </« * dt dO d\ 
4- 9 — — Kl — z — - ù — 

//J? ' /•/.'T f/.Tï * fl JT (IX 


dx 


L’éqüation (i) devient ' . . 

, ■ (s-?S'7 HÏ . 

'.P | -+-;(QH-Q , 9 4-.Q: , X)s'4- (R4-R'0 +EÎ1]# '*■' • 

( =v -h v'-o -kv").. , ;* ; • ‘ - 

■« > . >• . */ '■ *■ ■ •. “ -v . 

Celte équation ne renferme z Glu qu’au premier degré. : 

En égalant à zéro les coefficients de ces variables, on ré- . 
duira donc l’équation (3) aux suivantes : • / 

do * :•••**•' . V » v '.• •■.r • 

(4) JJ 4- { E -KP',0 + F'l)« - Q — <y 0 - Q"1 == o,.. 

(5) : ^ -K (F -h P' 9 4- B"m — R — R'O — R"). '== o, 


(6) 


dx 

r JL 

dx 


-*J(P +. p'ê fr P" X) t — V — t' 0 — V"- A = O. 




» . * • 

Les deux , première? équations ne contiennent que 6 et y : 
elles sont du*, premier ordre,' mais non linéaires. On ne 
• sait donc pas les intégrer en général. Néanmoins, si l’on 
connaît trois intégrales particulières 0,, 9 S , 0» ci trois va- 
leurs correspondantes A", V X S , À a, on pourra déterminer les 
intégrales .cherchées. En effet, pour un système de Valerirs . 
simultanées 0, &K i “équation (G) qui est linéairect du ' 
premier ordre donnera une. intégrale correspondante . 
contenant fine constante- arbitraire. Ou aura de même, 
deux autres valeurs f, et t s correspond sful aqx Jeux autres 
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* _ - . * * , te m * ’ , • 

systèmes 0, et X s , 9 3 et X s . Les trois intégrales seront dottc 
.• / y + 6,z -+- in* = t,, . . 0, * 

( 7 ) - ] y + ®«* +• A»* — h'r * . 

( y ■+■ M tF>j« = Vj. . ; • . 

• » . . ) ■ 

Les valeurs de 3 , u qu’on ( gn déduira contiendront 

chacune trois constantes arbitraires. ’ ‘J»* 

■636. Dans les cas où les coefficifents P, Q, R, P *, . . 
sont constants, les équation^ (4) et (5) sont satisfaites ' 
par les valeurs constantes de 9 et de X que déterminent 
les équations ^ 

(8) .. (P + P' 0 -FP").) 6 — Q — Q'® (y'I = o\ *. 

■( 9 / '(P+P.'9 + P , V)1- R — R'® — ==•.■ ■ *’ V ’ 

En portant dans la seconde équation la valeur de X 
tirée de la première, on aura une équation du troisiètne 
degré en 9, qui- fournira, 'en général, trois valeurs dis- 
tinctes de cette variable 0,, 0,, 0,. L’équation (8) étant 
dn premier degré en X, fournira trois valeurs correspon- 
dantes X,, X,, X s ï • 

L’élimination pout.se faire de la manière suivante. En 
posant 

■fio) p -f-P' - ® + P"x sé/p il-'./' 

^ . .* u - *' ». j 

pn aura les trois équations y . 

. ;iJ; • ( p'-p + p'ô + f:x = oî : ' - , ' . 

fi 1 ) ;k+(Q'-pi^Q^=p, : 

R R' 8 -f- (A" — p)A=o. ^ ’i.. 

'L’élimination de 6 et de X entée ces trois équations 
donne l’équation finale . / ■* 

. -(p — p) (p — q') (p — r") ‘ 'J'-.:* f..V- 

Soient p), pi, p 3 les trois racines de cette équation,. 


^ # pi9itiz*j by Google 


, . CINQUANTIÈME LEÇON. 

L'équation (6) prenant la forme 

> - " dt 


i 6 ‘i 


dx 


-+-• pf = V-+-V'0-t- V"). , 


on aura (SH ) - . 

. t — -H ( V -t- V ' Ô H- V " X ) ^' J J - 

I ’ , • \ 

On déduit de là, en remplaçant tour a tour p par p„ p„ p 3 , 
trois valeurs de t, savoir r,, r, contenant cliacune une 
constante arbitraire.. Lé système proposé aura donc pour _• . 

intégrales les trois équations y 


i y -+• 0i-* -t 

) ... 


T pAc x + I 

r (V-H- V'6, + \"\)cP< x dx =o, 

L J 


^* x [c-t- j 

n ( V -H V' 6,.-+- V" k,) eP< * dx J = 0, 


f (V uV'9 3 -HV"> J )r s >- r dxl = o. 

* « 


AUTRE MÉTHODE. 


>r 


#11 637. On peut suivre dans l’intégration des équations • 
linéaires simultanées la même marche que dans les équa- 
tions dilTércut relies ordinaires, c’est-à-dire ramener le 
cas général au cas des équations privées de second 
membre. Nous allons effectuer celte réduction dans le • « 

cas où les coefficients des premiers membres sont ron- . 

»’ • * * 

stants. r . ~ .. ' 

r ' . # * 

Remarquons d’abord que si l’on connaissait trois sys- 
tèmes de fonctions (y,, z t , u ,),(/», z t , u t ), (ji, Z,, m») 
satisfaisant aux équations 


dy 

dx 


^-+Pr+Qî + R« =o, 

.•••«. . . 


( 1 ) 


— — q— P y -+- Q z -t- R’ u — o, . 

dx . 

"du 1 ' 

P" r 4-Q' , z4-R' , «==o, 


11. a* édition. 
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on y satisferait encore en posant' . • 

y = c, jr, -t- c, jr, 4- Cyjr^ 
z= c, z, + c,8, H; c 3 z 3 , 

« == «, -+■<$«! . . 
comme on s’en assure par la substitution, et l’on aurait 
les intégrales générales puisque ces formules contiennent 
trois constantes arbitraires c,, c, , c t . *• 

Cherchons maintenant à résoudre les équations (I) par 
des valeurs de la forme * * • 




e~ pi 


(;) - 

* < 

-p, fi. v désignant des constantes inconnues. La sùbstitu- 
tion.de ces valeurs donnera les équations 

i P — p-+-Qp-hRv==:0, -* 

( 2 ) • P'-+-(Q' — p)j* + =.o, 

I P" + QY^(R"_ p )’ >= o.' . 

\ • • ' , ■ , 

' L’élimination de p et de v entre ces équations conduit à une 

, équation du troisième degré en p, la même que l’on a dé- 
duite (636), par l’élimination de 9 et de Xj des équations 

| P — p P'8 -P P"X = o, " . 

,{3)- ' Q-MQ' — p)6 + Q"* = o, 

- * . v ( R + R!9 4-(R"- p)-X = o, _ 

carqn arriverait à ce dernier système en ajoutant les équa- 
tions ( 2 ) respectivement multipliées par 1 , 9 et X, et en 
détcrnjinant ô'et X de manière que les termes qui contieu- 
. lient p èt v disparaissent d’eux-mèmes. 

Les trois valeurs de p étant désignées par p, , p, , p, , et 
les valeurs correspondantes de p et de v par p t , p 2 , p 3 -, 
b a j v 3 , on aura trois solutions particulières d’où l’oVi 
déduira la solution générale 

j r=s,e~ p >* + c,e~ p ' x + 


(4) 


; =c r p,e 


c,p 2 <; 


-P. J 


+ c»Ps «. 


— P. 


= c,v,c P‘* -f CjvjC p ' r + r s y,e p ’ 
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638, Prenons maintenant trois équations avec second 
membre ' - . . • • 




y- + P y “H Q z -f- R m ■ — V , 

[de ' 


dx 


+ py+ q'i ■+■ r'« — y. 


^ -H P"r -H Q*z + R"«=V". 

(IX , 


Cherchons s’il est possible de satisfaire à Ces équations 
par l’expression (4), mais en y regardant c,, c, , c s comme 

des fonctions convenables de#. On aura 

• ^ » 
fiY \ 

— — p l c,e~P‘ r — p 2 c 3 c _ '/’’- r — p.,c 3 e~ P' x 

_ , de. _ de, , _ de, 

e-P* x — -+ i- 

rfx n.r «x 


dx 


On aurait de même et ~ En substituant ces valeurs. 

dx dx 

dans les équations (II), les termes qui renferment c, , r t , c s 
sont nuis en vertu des équations ( 2 ), et il reste 

_„. r de, de-, _ de ; 

; e P** — 4--e P,* — : Jt- e P>* — = \, 
dx (fx ' dx 

(5) , = 


De ces équations on tirera les valeurs 


dx 




r/c | 


r/c 3 


(6) ■ ^*=». 5Ê = *” 


rfx 


d.r. 


Xn X*> X» étant des fonctions de # : d’où l’on conclura 

\ ' • ' * w # * 

| c< — jfi *-' dx + C| » ' ~ •' ‘ 

c »~ ( ’ v . ‘ 

J 

o/» ■; ' 

f > — / X»'** 4 - c,. .. * ’• 

• . • ■* ■ , •; . .• - - 
• - - }■ J».» - • 






• J 
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Ces valeurs, Substituées dans les formules (4), donneront 
les intégrales du système (II). 

. . MÉTHODE DE M. CAUCHY. . 

* ’* » * 

639. Soit proposé d’intégrer le système 


’h 

dx 


4- P J 4- Qz +h« = F (ai). 


m"' 


^ 4- p'r 4- Q'Z 4- R'« = F.(^), 

■ * * • " • * 

% 4- P/ + Q": + K "« = F,(x). 
“ x ■ J 


Cherchons des fonctions Y, Z, U qui, substituées a la 
place de y, z, u, vérifient les équations 


(2) 


' * ; 

v - -1 


dr * * . 

— — h P y -H Qs — o, 

dx 


r'U;- 


<dz • 

- — 4- p> 4- Q'r 4- R'« •= ô, 
(tx 


du 


et telles, que pour x = a on ait • 1 „ . 

- • ’ Y=f(«), Z = F r (a), D = F,(a). • • . • 

Pour trouver des fonctions Y, Z, 'U qui remplissent ces •" 
conditions, il suffira de déterminer les constantes qui en- , 
treutdans les intégrales générales du système (a), 

t (*> «i» a, c } ), . 

(?) - \ z —h( x , c >, c >), . •/. ’ 

( « = ?,(*, c,, c,, c 3 ), - . 

de manière que l’on ait 

i F (*) = ?. (“. «i» *>» ci), ' „ * 

F,(a)= ? ,(«, e lt c„ c 3 ), 

T* * 

F *(«J;=f’( a > *'» C ‘K 

»• * * s . • ■ 

On aura les fonctions cherchées en portant dans les équa- 


rzzr w . • Aj» 

m 


• : - 

x 
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tions (3) les valeurs de c, ,. c, , c» déduites des équa- 
tions (4).. ' 

T \ * ' ' * ' ' * , A . 

640. Maintenant je dis que les équations (i) seront 

satisfaites eu posant . * 

« » * ■ 

(5) y — I z — I ZoT», u =? T U dot. 

**■ . %/0 « J O J o ^ '*J 

En effet, d’après l’hypothèse, on aura • - 

.■ ■ £~X S rf * Hr ^*X'-/ 

et, en substituant dans la première des équations (i), 


F(x)=jf Yv/*-hQ J 

' . * /»4Tn. 

: -+-R j Urfa -+- F(.r). • • - 


Celle équation est identique, car elle revient à' 
i'd T 


£ 


da. 


tlx 


-t- f*Y q- QZ -t- RU ] = o. 


et la quantité renfermée entre parenthèses est nulle par 
hypothèse. On vériliera de la même manière que les deux 
autres équations dû système sont satisfaites. 

» On. a donc une solution particulière du système (ij ; 
désignons-la par ( y t , z t , u , ). Mais si dans les équations (■) 
on Remplace y } z, u par z+ju u-t-u,,. on 

Obtiendra le système (a) ; Donc en ajoutant aux valeurs(5) 
les intégrales. générales [y, z, n).des équations privées 
dç second membre, on aura intégré complètement le çys- ■ 
téùle (i). 

rem'arque sur les ÉQUATIONS SIMULTANÉES. ■ 

641. Soient " , 

■ j f{r> y i y', *» ®') = o\ 

! ?> y\ v .*')-=* o, \ 


dj 

i 


à 

£ï 

i 


■y* 


r* < 
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deux équations' simultanées du premier ordre, dans les- 

dz , 
dx " dx 


quelles y' et*' désignent y- et —• Soient 


) r — <?{*> '«» b )> 

•r*r = +( x >^*f *)> 

les intégrales complètes du système (x), a et b étant deux 
constantes arbitraires. Les équations (x) doivent devenir 
identiques quand on y remplace^ et z par les valeurs ( 2 ). 
Donc si -l’on pose , - 

C3 > • ’ ' ‘ ' ly 

rl’où 


11 ~ 

du 

dx 

dv 


da 


dz 

dû'' 


d 1 y dÿ 

da dx , da 


d*z 


du 


dz f 


da dx da 


on aura, en différentianl par rapport à n les équations (i), 


( 4 ) 


[d f 

• V .■ 1 d y u 


dt du ' df ' . .d f dv 

dy 1 dx tlz ”^".t/z' dx °’ 


] r/F d F du d F d F dv 

( dï u + dÿ Z +;-Z y + d7 Tx ~ °- 


O 11 arriverait encore aux équations (4) en posant 


(5) 


dy. ' v 

“ = r/T 


dz 

db 


et en dilTércntiant Jes 'équations (i)-par rapport à b. Il 
suit de là que si l’on considère u et v comme des fonctions 
inconnues, le système (4) admettra les solutions particu- 
lières ( 3 ) et ( 5 ),. Donc ses intégrales généralcsseronl (637 ) 


( 6 ) 


. dÿ dy 
"-At + B.',’ 

du db 
. dz • dz 
,,==A d-a+ r> db' 


A ci R désignant deux constantes arbitraires". 
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EXERCICES. 


tGy 


1 . Intégrer les deux équations 


. *S + 9^ + 44r+4<>^*. 

' :4;+>i+ 3 <>'+ 38 ‘=' i - 


Solution'. 


•V ' 

— ï *+T - ' 

2 : ; 3 ; . *^^4x+3 r=c . ;. 

' * 1 &+*x+Sy «=<?*.-- : . ■•■ 

Solution. • / 
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CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 

* 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES. ’ . * . 

Équations qui se ramènent aux équations différentielle^ ordinaires. — 
Élimination dos fonctions arbitraires. — Équations linéaires et du pre- 
mier ordre à deux variables indépendantes. — Cas de trois vqriables 
indépendantes. 



ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQl ATI ON S DIKFÉREN,- 

• TIEULES ORDINAIRES. 

642. Lu problème qui fait l’objet çlu calcul in verse ries 

différences ou des différentielles partielles consiste à cher- 
cher une fonction connaissant une relation entre cette 
fonction, les variables dont elle dépend, Cl iule ou plu- 
sieurs dérivées partielles de cette fonction, prises par rap- 1 
port à ces variables. • 

643. Nous commencerons par le cas particulier très- 
simple, où les dérivées partielles renfermées dans l’équa- 
tion ne sont relatives qu’à uneseulc variable. Il faut alors 
opétr r comme si Ton ayait une équation différentielle 
ordinaire, mais après l’intégration on remplacera les 
constantes arbitraires par des fonctions arbitraires des 
autres variables indépendantes. Soit, par exemple, 

' : ' ‘ 

(t.T* r . * ' * 

cp regardant) tomme une constante, on a, 

Il = .r 3 _r 4- C, 

et eu remplaçant la constante C par une fonction arbi- 
traire de jy* . • , ■ 

. ' « — ^ +V(.r)- ' -> . 
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On troufera de même que l’intégrale de l’équation 

du. . 


xy 


dy 


au — o 


est y a u z = <pf.r), • ' 

& (x) désignant une fonction arbitraire de X. 

644. Ce procédé peut quelquefois s’étendre à des équa- 
tion^ où entrent des dérivées partielles relatives à deux 
variables. Soit, par exemple, 


H) 


d’u du 
- — a — =xy. 

(IX (IJ , « (I. T 


.du 


. ■ dp 

dy: 


En posant — = />, 011 a 

,• * v • * 
dp ht : .r>-, 

équation linéaire et- du prémier ordre qui donne 

[ 2 ) . .. p == t~v F Hj(x) 4- x. l^ rcV dy I , 

' d’après la dernière formule du n° 511, où la Constante 
arbitrairec est remplacée’ par la fonction arbitraire <f (x). 

Si maintenant on intègre l’équation (2) par rapport 
à r, on aura ' • . , .. 

u — •J ' (p (.r)rfr’-f- ^ x l c~"J J yi-vdy -y jJ> ( ) • 

<p(j r ) désignant une fonction arbitraire de y . 

. Comme d’ailleurs r - . • 


/ c’y 

ycVdy = -£ ( ay - i ). 


et qu er j'^( x)dx peut être remplacé -par une fonction 
arbitraire y [x), on aura définitivement , 
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, ÉLIMINATION DES FONCTIONS. ARBITRAIRES. • 

. 645. Si entre l’équation / 

(>) ' , .F(*, X,c) = o, 

et sa différentielle * . / 

dF , dF , . - ' 

... dx -+- -j— dy ziz o, ■ . • 

• „ ax v ay> " K • * • / • 

-v ' I - ' ' * ' 

on élimine la constante arbitraire c, l’équation résultante 

(*), . • . /(*» r» £).= ° ■ ^ 

exprimera une propriété commune à toutes les équations 
que l’on obtient en donnant à c différentes valeurs, et, 
par suite, une propriété relative à la tangente de, toutes 
les courbes représentées par l’équation ( 1 ). *, 

Un théorème analogue a lieu pour les équations où 
entre une fonction arbitraire de deux' fonctions des 
mêmes variables. Soient, en effet, 

“=/i(^. y, *)» /'» *)» • 

deux fonctions déterminées dès variables x,-Ji z ; éta- 
blissons entre « et o une relation arbitraire? 

(3). . , ‘ €.=*<?(*), • . . 


Posons * 


dz 


dz. 

dy 


— V. 


• ‘ • • ' *. * - ^ •; 

> ( , ./ dp. (Ig. \ • 


et différentions tour à tour l’ équation (3) par rapport à x 
et par rapport à y\ nous aurons 

• t de de 

1 dx dz ‘ 

/ / \ 1 

J de de ’ /doL d% \ 

*r m - ■ 

en éliminant la fonction ']('{«) entre ces deux. équations, 
nous obtiendrons une équation de la forme 

P/' + Q? = V, , . 

P, Q, Y étant des fonctions de x, y, z\ 
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Cette équation exprime une propriété' commune à 
toutes les équations dé la forme 

. - i ' / v 6=?(*) •• * *- . ' 

et, par conséquent, une propriété commune au plan tan- 
gent de toutes les Surfaces que cCs équations représentent. 

646. On arriverait encore à l’équation 

P/> -f- Q<7 = V • ' * - * 

,si les fonctions a et S étaient liées entre elles par uneéqua- 
lion de la forme 

V-/\ • . • * *.• • \* * * 

(1) .• v ? f«,6)=i:0. 

En ell’et, on aurait, en dilïerentiant l’équation (i) par 
rapport à x et à j', 

d a j il x dx Y (la / c/ê <1 5 \ 

lÿf + dz V ) + ^ \[û: + Th 1 ’) =Ü> - 

I ily td-x dx \ c/y [cl ft dZ \ 

Ces deux équations ne renferment que le rapport des 
deux dérivées partielles *-- •> En éliminant ce rap- 

1 d j. d 5 1 

port, on retombera évidemment sur une équation de la 
forme , 

. P /a -4-Q 7 =V.j.. 

• * * , tr ■ * 4 , . • 

647. On ramène à l’un des cas précédents l’équation 

• . r 

. ' - '?[*» y, *, ?(«)]#*o, 

' i F étant une fonction déterminée, <f(») uue fonction arbi- 
traire, et -a une fonction déterminée f, (x, y. z). En 
effet, si l’on pose , • ' 

(2) H>(aj = 6, 

• /* * . » 

* . •» . ■ v • • > < , • 

on aura F (x, y , a, 6) == o, 

>* *. <• t •• * * ' ’t # / • 

d’où résulte . • • 


• t* 


(3) 


6 =/*G r > *)• 


v ■ ' 


y* 


l 
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Ainsi. l’équation (a) établit une relation arbitraire entre 
deux fonctions déterminées des variables x , y et Z. 

648. Soient maintenant trois fonctions de quatre va-, 
riables, x,y, z et u, savoir : 

(i ) a —f {x, y, t, /<), 6 f,\x, y, «), 7 = /, [x, y„z, u), 

et, <p désignant une fonction arbitraire, supposons que 
l’on ait l’équation . 

(2) ?(«» .** V) = »' ‘ • 

Posons, pour abréger, : 

»' . ' . * • * 

du . du 


du 

d.r 


dl~ r ’ 


et différentions l’équation ( 2 ) tour à tour par/xapporl 

à x, y et z ; nous aurons * • * - . ; - . 

». 

! do Ida. dx \ d e- / d S f/6. \ (lo /</•/' f/v \ 

I ^ \ È + Tu p ) ^ \Jx + lüi /J ) ’ h 4 U? t S ** ) = 

1 d o I <lx dx \ do ! f/6 f/6 \ f/® [du • .#/>/ \ 

j ^ + + di \d [ 4 - Tôc V + fTfA^r ^ 7 J = 

1? ( ‘il + ‘h r \ 4. 'Ü . A (‘lï + 'h r \ L . 

f/a \f/s f/ff / f/6 \f/ï -■ >/k / dy\dz. du 

v , „ . . . . do" (la : do do 

L élimination dc3 rapports -t- - d - entre ces 

1 1 dx d’t .df> r dy - 

trois équations couduira évidemment à une équation 
aux dérivées partielles de la forme * ‘ 

( 4 ) P/> +Q?.+ Rr=i V.' . ‘ 

la , V# • 

640. Plus généralement toute équation . • 1 * 

•.*„ »V ’• * / 

; (l) ’•?.(** 6,. f») = o, ' 

où <j) désigne une ibnetion arbitraire et a, 6,..., A r p, des- 
fonctions déterminées de rti -f - 1 variables, conduira, par 
le même procédé, à une équation linéaire aux différen- 
tielles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctions 
6, p., quelle que soit la fonction (f. 


u. 


o. 


. » 


* / 


Ç 


» » 
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H5Ü. Exemples : 

i° ?-+- x = V y)- 

En diflféreqtiant tour à tour par rapport à x èl à y, on 


aura 




d’où l’on conclu l 


i = f"\ x 4- y)< 


!> — <! -4— i = o. 


v." «s='>t&y. . 

On aura j>ar la différentiation 


. ' ■ ? W - • • W ' 




En éliminant cl ^ j e,,lre 1rs trois équations 

précédentes, on aura 


ou 


/« + !) = 

dz , dz- 
x -r- -f-.r -r’ = mz. 

dx dy 



ün retrouve ainsi uuc propriété connue des fonctions 
homogènes (I, 172). 


ÉQUATIONS LINÉAIRES ET DU PREMIER ORDRE A DEUX 


VARIABLES INDÉPENDANTES. , - ' . 

881. Soit . : , 

- *■ V .... * 

(l) - Pp + Qÿs: rf; 


une équation dans laquelle P, et R désignent des fonc- 
tions données de x,y el z- : pelq les dérivées partielles 


dz 


— • Intégrer celte équation, c’est trouver une autre équa- 


tion 


WfcL 

a '*• 


F(*> X » *) ==>«'*.. 




Se-’ 

■1 * 


* 4 

v ;ï 



m 


' IM 
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telle, que les valeurs de p et dè q qui s’en déduisent ren- 
dent identique l'équation (i). Or nous vepons de voir 
qu’on parvient à une équation telle que (t) lorsque deux 
fonctions •• * • . '■* ' " -*■ 

•(3) <. ■ ‘ ==/-(*» y >*%, '«•='/ (àr, x* *)• 

étant lié«s par uné relation quelconque .. . 

C4) . * . • ’• « —v&)> 

’ . * . V ■ . 

. • • « . 

on élimine la functipn arbitraire <p. Dès lors il est naturel 
de chercher à satisfaire k l’équation (t) par une équation 
de la forme (4). . . ’ . - * 

*’*.»• '*•, 4 ’* .* I 

, G52, Supposons donc que l’intégrale de l’équation 

(V) •*' -Pÿ + Qy^R 

• • r * • 

soit 'J' v • . v ^ • •' 

(2) * = ff*)* '• • 

‘ * * i* . « ’• , * * 

a et 6 étant des fonctions inconnues de x, y et z. On tire 
de Téquation (a) ‘ . 

♦***:•**• * .v V 

da da. 1(16 -dë : Y ' i ■ 

* 3 4 i dx + di P - * + dz 4’ ; •*- . * 

J da. (U \ 

. .. 

, V 

Il faut qu’en éliminant p et q entre les équations (i) 
et (3) on retombe sur une équation identique ou, qui 
devienne identique en ayant égard à l’équation (*). 

Si l’on ajoute les équations (3) après les avoir multi- 
pliées respectivement par P et Q, on aura 


_ U» _ (i a , „ _ - , (la. 

P — + Q — -f- (P/j -f- Qq) — 


dx 


■ *= v'(f^ p ^ + Q;^ -H p /' + Qv ) dZ 


(K I 

dz J’ , 


•» V • 
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ou bien, eu ayant égard à l’équation, (i), . 

, . > ■ c/a „ c/a . _ 


t 7 5 


**<<»( 


rft? ^ rf<5 „ c/g 


Or on satisfera identiquement à cette équation, quelle 
que soit la fonction <y, en choisissant lés fonctions a et ê 
de telle sorte, que l’on ait . ■ 

‘ . . ' ' ' ' • t 

_ dot. _ c/a _ c/a , « 

P z + Qr + R r = °’ 


(5) 


i c/x ' x c/y t 4 ! dz 

lp * 

c/x ' x r// ' " rf: 


^ ^*5 „ f/e 

Q -+- R 3T = °> 


et ces conditions seront remplies (629) si l’on prend pour 
st et 6 les fonctions f (xy jr, z ) , f À (x, j', z) qui, égalées à 
des constantes, donnent les intégrales des équations si- 
multanées . . - 

. c/x c£> dz - 

. - , 

D’ailleurs, toute intégrale ' 

(6) . F(x, r /*)^o • • 

de l’équation (i) peut être mise sous la forme (a). En 
effet, on tire de l’équation (6) 

c/F c/F * . c/F c/F ’ 

~'~ r ’dy'dz > 

, t •' ■ . 

et ces valeurs étant portées dans l’équation (i) qu’elles 
doivent' rendre identique, puisque F = o est une inté- 
grale, on aura * 

c/F c/F * c/F . . ‘f 

P r + Qr + R rr°' ^ 

c/x dy dz 

•\ * .. ‘ * * * V*' * » 

d’où l’on conclut (632) que F est une fonction de a et dâjo: 
Doue l’équation (6) équivaut à une relation, a. = ÿ (5), 
etitre ces deux fonctions. . . 

De là résulte que uon-seuleincnt l’équation (a) 


P c/x : dz ’ 
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dans laquelle « et G désignent des fonctions qui remplis- 
sent les conditions ( 5 ) et 9 une fonction arbitraire, satis- 
fait à l’équation (1), mais encore que c’est l’équation la 
plus générale qui résolve le problème. , 

On arrive donc à cette conclusion : 

. “ * . • '* ’» v " • * * * !’ » * • . . . ' 

-Si ■ • . 

» - f{*,Â ■*)=•*>. M*>r* •) — •’> 

# , ■ 1 ««. 
sont les intégrales du système 

* 4 • * *.'*•’•* . 

• * ^ di ■> >. . • . .. 

. : * v Q “ R ’ . • 

et si l'on, pose - ' ' . , 

• , d=/(x, y, *)«• 6 s^/i (*j. » *) >, ■ • 

r intégrale de f- équation ’ a - •. " ' • • 

sera • t , ' • » * - .• 

' /'•. ' -* = 

(p désignant, une fonction arbitraire. 

653 . On satisferait encore à 1 équation ( 4 ) 

’ • t » 

(loi dé. d a .. — ’.dê « . 

P (- Q — -t- R — == « (ê) I P — P Q-'— -.*+vR ■jT‘ ) ' 

» dx. dy. dz T ' 7 d.r fl'r ' * / • . 

. . . . . - 

en. posant . * ' 

„da da. ..dot ' ,,â\ 


y.- ■ 

. '• t» 


ou bien. 


d 6 dt dê . 


= O. 


Mais ces nouvelles solutions, n’établissant pas én géné- 
ral de relation entre les fonctions a et G, ne rentrent pas 
dans l’intégrale ' ■■ *•' ■ 

... • .«=*(«.),;. . \ • 

et constituent le plus souvent des solutions singulières. 
654 .. O11 doit remarquer que l’intégrale à == <p ( 6 ) conr 
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viendrait encore aux équations 


»77 


„ dx _ /Zr 
«£■**»* = P » 


dont l’intégration dépend du même système d’équations 
simultanées 

dx dy dz 

T = Q ~ IC 

655. Exemples : 

1“ xp — yq — o. 

Il faut chercher les intégrales des équations 

dx dy dz 

x y o ’ 

qui sont \ 

z = c, xy = c' . 

Donc l’équation proposée est satisfai te par 

c=<f{xy), 

q> désignant une fonction arbitraire. 

2° px* — qxy i= — y ». 

Il faut intégrer les deux équations 

dx dy dx dz 

V. ( x 2 xy ’ x 7 y 1 

La première revient à 

dx dy 

— = » d où 6 xx. xy. 

x y 


La seconde revient à 


.i 


On en conclut. 


dx 

x 2 


1 dz 


6 J 


z = - S 1 *-»-)- a, 


d’où 


a = z ■ 


■ 21 . 

Sx 


II. 2 ® édition 


12 
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Donc l'intégrale cherchée est 


Z -fx=^ Xjr) ' 

(jt désignant une fonction arbitraire. 


30 

P 7 = 0 . 


Solution. 

z = <f{x-hy). 

- 

4° 

$ 

1 

<5 

fi 

II 

0 


Solution . 

. z = çfx’ + y 1 ). 

4 


ÉQUATIONS QUI RENFERMENT LES DÉRIVÉES ü’uNE FONCTION 
DF. TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

606. La méthode suivie dans le cas de deux variables 
indépendantes s’étend facilement au cas d’un nombre 
quelconque de variables. Nous examinerons seulement le 
cas d’une équation du premier ordre renfermant les déri- 
vées d’une fonction de trois variables indépendantes. 

057 . Soit proposé d’intégrer l’équation 

(1) 4- Q7 -t- Rr = V, 

dans laquelle P, Q, R, V sont des fonctions de quatre va- 
riables x , y, z, 11, et p, q, r désignent les dérivées par- 
tielles de 11, considérée comme fonction de x,y, z, savoir 


Posons 


(^) 


flll 

/, = Tc ’ 


du 


du 


7 = —î r=z — . 

dy dz 


-t a = /(•*. r> Z, «)> 
g =/> (*. r. *» «)» 

i—A[x,y, z, u). 


jK - 


f, f\,f\ étant des fonctions- inconnues de x, y, z , w. 
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Soi t 

(3) a = ? ( 6 , 7 ) 

l'intégrale de l'équation ( 1 ). 


‘79 


On tire de l'équation (3) 

da d y j d S dë \ do { dy dy \ 

Tu p ^7ië{Tx + Tu p ) + Ty\Tx + 7tu p ) 
\,‘îl ( d J > d J. 

) dy \dy du 

!')+3(2-+£-) 


doc 

dx 


(4) 

m 1 dy du" 


' dë \ dy du 7 1 


*)’ 


d. a da. dy f dë 

üz du r f/6 l fifo‘ 


du 

J 


Ajoutons ces équations, après les avoir respectivement 
multipliées par P, Q T R. Il en résultera, eu ayant égard 
à l'équation ( 1 ), 


(5) 


_ da _ da 


_ da • .. f/a 

R— + y — 
f/s du 


‘h 

dë 


= ^ P 


1 d? 

de 


dë 

'dy 


4 e -vS) 


Or cette équation sera satisfaite, quels- que soient et 

et, par conséquent, quelle que soit la fonction (f , si 

l’on prend les fonctions inconnues «, 6, 7 , de telle sorte 
que ■ ■ . 

(6) asc, 6 = c', 7 = <? 

soient les intégrales du système 

dx dy dz du 

~ V ’ 

puisque les trois fonctions ( 6 ) rendent identique l’équation 


dû dû -f /0 f /0 


12 . 
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Dès lors a. , 6, y étant ainsi déterminées et <y désignant 
une fonction arbitraire, l’équation (3) sera l'intégrale de 
l'équation proposée (i). 

On prouvera, d’ailleurs, qu’on a la solution la plus 
générale du problème proposé en fai&aht voir, comme au 
n° 652, que toute intégrale de l’équation (i) équivaut à 
une relation entre les fonctions *, ë, y. 

658. On remarquera, comme dans le cas de trois varia- 
bles (654), que la résolution du système (6) fournira l’in- 
tégrale des équations suivantes : 


4 y 1 


_ riz „ dz ' dz ‘ _ 

P S + Q ^ +V S- R> 

pÿ + R ±H- V ÿ = Q, 

dx dz du 

' dx ■"> dx „ dx _ 
Q ^“ HR ^ +V rf«- P ' 


(• 


659. Exemple : 

du 


dit du 

x dZ+*T^ z Tz 


. . . 

: /WW . 


Il faut d’abord intégrer le système 


d’où l’on déduit 


. • . : . t -s- . - ' ■ - S 

dx dy ' - dz du 


ïC 


Z=e. î 


, = 


et, par suite, 

f /y *\ ■'*- ‘STï* 

, i wjstbî)’'- , -$f£* >* 

ij i* •> 

c’est-à-dire que « est une fonction homogène et du degré m 
des variables x,jr, z. L’équation (i) exprime, en effet, 
une propriété connue des fonctions homogènes (I, 178). 

• ' ■ * . 4 
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EXERCICES. 

t . 

1 . Intégrer l’équation à différentielles partielles 

. .dz , .dz 

Solution. 

2. Déterminer une surface telle , que le plan tangent mené par 
un point quclconqtw M rencontre une droite donnée de position en 
un point qui soit également distant du point M de la surface et d’un 

point fixe pris sur la droite donnée. 

' ’ 1 

Solution. Prenant le point fixe pour origino et la droite donnée 
pour axe des z, l’équation de la surface est 

x'+ff+z'=x<f(zy . v 

<f désignant une fonction arbitraire. 

3. Déterminer une surface telle, qéte le plan tangent mené par un 
point quclco/ique M rencontre une droite donnée de position en un 
point dont la distance à un point fixe pris sur cette droite soit égale 
à la distance de ce point fixe au point M de la surface. 

Solution. Mêmes axes : 

« _L ÜM- z s = q ^ Y 










* 
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CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

Surfaces cylindriques, — coniques, — conoldes. — Surfaces de révolu- 
tion. — Lignes de niveau, — de plus grande pente. 


SURFACES cylindriques. 

k • t 

660. Ou appelle surface cylindrique toute surface 
engendrée par une droite indéfinie MN qui se meut pa- 
rallèlement à une droite donnée OD, en s’appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée AB, nommée directrice. 

Soient 

| . 

| y — bz-\- ë, 


{«') 


les équations de la génératrice MN : a et b sont des coeffi- 
cients constants qui expriment que MN est toujours paral- 
lèle à OD; « et ë désignent des 
paramètres variables avec la po- 
sition de la génératrice. .Soient 



fa] 


| F (jt, y, z] 

I Fi(*> J, *) : 


O, 

O, 


les équations de la directrice AB. 
y On «xprimera que cette courbe 

et la génératrice se rencontrent* en éliminant x,y et z 
entieles équations (i) et ( 2 ). Si. 

(3) ?(“> ®) = o 

est le résultat de cette élimination, il faudra, pour avoir 
l’équation delà suriace cylindrique, éliminer a et 6 entre 
les équations ( 1 ) et (3), ce qui donne 

o(x — az, y — bz) —o, •. 
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ou 


( 4 ) y — *î = <D(x — az), 

4* désignant une fonction quelconque. C'est l’équation 
la plus générale, en quantités finies , des surfaces cylin- 
driques. 

661. Réciproquement, toute surface dont l’équation a 
la forme (4) est cylindrique, car celte surface contient les 
droites parallèles qui ont pour équations 


y — bz = 6, 

les constantes a et ë satisfaisant à l’équation ë = ^(a). 

662. Pour avoir l’équation aux différentielles partielles 
des surfaces cylindriques, on dilfércnliera l’équation (4) 
tour à tour par rapport à x et a y : en posant 


dz 


tiz 




on aura 


— bp — <ï>' [x — «z)( i — ap), 
i — bq——b'(jr — az) X «7, 

d'où jésuite, en éliminant 4>' ( X — az ), 

(6) • ap bq — \, 

équation générale, aux différentielles partielles, des sur- 
faces cylindriques. 

663. Celte équation exprime que le plan tangent à la 
surface est toujours parallèle aux génératrices. • 

En effet, le plan tangent mené par un point quel- 
conque (x,y, z) de la surface a pour équation 

Z — z = ^(X — x) -t- 7 (Y — j), 

et la conditipn pour que ce plan soit parallèle à la droite 

*. 

x.==flz, y~bz, 

est, comme I on sait, ■ • 

ap -I- bq = i . 


* -s 


x 

JL * 
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664. Pour intégrer l'équation des surfaces cylindri- 
ques, 

ap-+- bq = I, * . - 

il faut d’abord (652) intégrer le système 

i 

ce qui donne 


dx dy 

— = -f = dz, 
a b 


x — az — c, y 


— bz — c'\ 


par conséquent l’équation <j>(x — az , y — bz) = o, ou 
y — bz = — az) t 

est l’intégrale cherchée. 

, 665, La fonction arbitraire <P, qui entre dans l’inté- 
grale générale, peut être déterminée par diverses condi- 
tions. . , ■ * i • 

Si, par exemple, on veut que la surface cylindrique 
passe par une courbe donnée 

(1) F (x, y, s) = o-, F,(x, y, z) = o, 

on fera . V , 

(2) x — - az = a, y — bz = €, 

Les équations (l) et ( 2 ) doivent être satisfaites par les 
mêmes valeurs de x,y, z , pour que tous les points de la 
courbe soient sur. la Surface. E 11 éliminant x,y, z entre 
ces quatre équations, on trouvera une relation telle que 
<p(a, 6) = o, d où 6 = 4>(«) ; on aura donc par ce calcul 
la forme particulière de la fonction <J>. 

666. Si la surface cylindrique doit être circonscrite à 
une surface donnéç , - > 

( 1 ) , F (x, y, z) = o, 

on commencera par déterminer la courbe de contact, ce 
qui ramènera le nouveau problème au précédent. -Or 
l’équation ( 1 ) est déjà une des équations de cette courbé. 
On obtiendra une seconde équation en exprimant que la 
surface donnée et le cylindre ont le même plan tangent en 
tous les points de celte courbe. 




i 
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Le plan tangent à la surface (i) a pour équation 

L’équation du plan tangent au cylindre est 
Z — z=p(X — x) + 7 (Y — y) : 

K 

on aura donc 


i85 


f/F 

dx 


r/F 

d y 


p =^dT r, = -<tF 

dz dz 

En portant ces valeurs dans l’équation 
ap + bq — i , 


on aura 

( 2 ) 


d F , d F d F 

a dI + b dJ- h lh == °' 


Les équations (i) et ( 2 J déterminent complètement Ja 
courbe de contact. 

- SURFACES CONIQUES. 

■ . .• ■ « 

6G7. On appelle surface conique une surface engen- 
drée par une droite indéfinie KN qui passe par un point 
fixe K et rencontre constamment une courbe donnée 
ANB. 

Soient a, b , c les coordonnées du point K. La généra- 
trice KN sera représentée, dans 
une de ses positions, par les 
équations 

I y — : é = 6(a — c), 

a et 6 étant deux paramètres qui 
Varient avec la position de la 
génératrice. Pour trouver la re- 
lation qui existe entre ces paramètres, on éliminera x,j 


Fig. 118. 
E 



4 
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et z entre les équations (i) et les équations 

(?.) F(x,jr, s) = o, F,(x, y, z) = o, 

qui représentent la directrice ANB. On obtiiendéa ainsi 
nne relation . - . , ....... 

(3) v. <p(a, 6) = o, 

et si ensuite on élimine a et ê entre les équations (i) 
et (3), on aura y 7=T ) = °» ou 

y — h . ( x — a\ 


( x — l 

— 


«>' ' v »_., 
équation générale, en quantités finies, des surfaces co- 
niques. 

668. L’équation (4), difTérentiéepar rapport à x età^, 
donne 

— {y — b )P __ ,, ( * — g \ r z—c — (x—a)p ~ 1 

(z — cy \z — cj L (z — cy J’ 

(z—c) — (y—b)q _ ( x —' a \ f — (* — a)q~\ 

J' 


(* - C Y 

En éliminant*? 


■m 


\y-b)p 


entre ces équations, on aura 
_ z — c — (.r ‘ — a) p 


1 — c — [y — b)t] ‘ (x — a)q 

OU • . 1 • * • ' , 

(5) z-c = (x — a)p-+-(y — b)q, 

. ~ ^ _ • ' • * 

équation aux différentielles partielles des surfaces co- 
niques. 

669. Pour intégrer directement l'équation (5), on ré- 
soudra le système 

dx ’ dy dz 

— — -r = ) . 

x — a y — b z — c 
qui a pour intégrales 

î^ï=c, £=i = c. 
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d’où l’on conclut 

b 


187 


T 


■ < 1 * 


c’est-à-dire J’équation (4). La fonction a'rbitaire 4» sera 
déterminée par la condition que la surface conique passe 
par une courbe donnée ou soit tangente à une surface 
donnée. La marche à suivre pour résoudre ces problèmes 
est indiquée aux n 08 G65 et ()()<>. 

SURFACES CONOÏDES. • 

(Î70. On appelle surface conoïae toute surface engen- 
drée par une droite qui est toujours parallèle à un plan 
donné, nommé plan directeur, et assujettie à rencontrer 
une droite et une coufbe données. 

Prenons pour plan des xj un plan parallèle au plan 
Fie- " 9 - directeur, et pour axe des z la 

. directrice rectiligne. 

“ Soient *■ , 




(>) 


4 . 


f (■*> y, ï)ü= o, 

J* z )==o» 

les équations de la directrice 
curviligne AB-. 

Les équations de la génératrice MN seront 

( 2 ) 2 ==«, y — %x, 

et si l’on élimine x , y , z entre les quatre équations ( 1 ) 
et (a), on aura une certaine équation 

(3) ‘ <f {a, S) = o .<■ 

exprimant que la génératrice MJN rencontre la directrice 
AB. Si donc on élimine a et 6 entre les équations ( 2 ) 

et (3), on aura <p ^s, = 0 , ou 

L4) ^ 

* * * • * . * \ 

c’est Téquation cherchée. 
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671. En difl’érentiant l’équation (4), on aura 



d’où l’on conclut 

(5) px-Jrqy = o, ■ 

équation aux différentielles partielles des surfaces 
conoïdes. ’ . 

Cette équation exprime que le plan tangent en un point 
quelconque contient la génératrice correspondante. En 
effet, si dans l’équation du plan tangent 

Z — z = p(X— x) -hÿ(Y — y) . 
on fait X ;= o., Y =^= o, On a . 

Z — z — — p 4 : — qy — o. 

Le plan tangent rencontre donc l’axe des z au même point 
que la génératrice KM, et, par suite, il contient cette 
• droite avec laquelle il a déjà le point M commun. 

. * *< . 

SURFACES DE RÉVOLUTION. 

672. Les surfaces de révolution sont celles que l’on 
obtient en faisant tourner une certaine courbe autour 
d’une droite fixe. 

Pour plus de simplicité prenons l’origine sur l’axe QD. 
* Fîg. iao. Soit AMB la courbe géné- 

ratrice. Dans le mouvement 
de celte ligne chacun de ses 
points décrit un cercle et 
l’on peut considérer la sur- 
face de révolution comme 
le lieu des circonférences de 
cercle qui ont leur centre 
sur l’axe, leur plan perpendiculaire à cet axe et qui 
rencontrent la courbe AB. 
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X= -t, 7 - Z, 

c c 


189 


les équations de la droite OD et 

t*) 


| •«’ -h y 1 -+■ * a = 1, - 

*• | ax 4- by -+- cz = 6 , 


(3) 


les équations du cercle mobile, considéré comme l’inter- 
section d’une sphère ayant son centre au point O et d’un 
plan perpendiculaire à l’axç OD. 

Soient K 

F (x, 7 , z) =o, _ 

Si *)=o> • 

les équations de la courbe AB. En exprimant que le cercle 
et la Courbe se rencontrent, on parviendra à une certaine 
relation 

(4) ?(*> 6 ) = °> 

et si l’on élimine ensuite « et o entre les équations ( 2 ) 
et ( 4 ), on aura ' 

(jl(x , /* 4- z% ax + by-hcz) = o 

ou , # . 

( 5 ) ax-h by +'cz = t(*’-hr , -+-z 1 ), 

équation générale, en quantités finies , des surfaces de 
révolution. 

673. Pour obtenir l’équation aux différentielles par- 
tielles on différentiera l’équation (5). On aura 

a 4- cp = 2<1>' [x* 4-7’ 4- z 5 ) [x 4- zp), 
b +cq = 2<t>'(x* +/’ 4- z 1 ) (74- zq), 

d’où, en éliminant la 'fonction 

# • v . . . 

a -h cp x -f- zp 


ou 


( 6 ) 


b+eq y + zq 


( cy — bz)p H- ( az — ex) q =bx — ay, 
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équation aux différentielle* partielles des surfaces de 

révolution. 

674. Cette équation exprime que toutes les normales 
d’une surface de révolution rencontrent l’axe. 

En effet, si l’on élimine X, Y, Z entre les équations 
de la normale 

| TL. — x-\-p (Z — z) = 6 < , 

\ Y-jr + ï (Z-*)= 0 ; ■ . 

et les équations de l’axe 

(8) X=-Z, Y — -Z, ' 

c ç 

on retrouve précisément l’équation (6). 

675. Pour intégrer l’équation 

(1) (cy — bz)p-+- {ai — cx)q = bx — ay, 

il. faut commencer par intégrer les équations simulta- 
nées 

" dx dy dz 

cy — bz az — ex bx — ay 

Or si l’on représente par dt la valeur commune de ces 
trois rapports, ces équations reviennent aux suivantes : 
tdx — (cy — bz) dt, 

(j) ! dy == [az — ex) dt, 

‘ dz — ( bx — ay) dt. 

En ajoutant ces équations multipliées respectivement 
par x, y, z, on trouve 

xdx y dy -f- tdz — o, 

d’où x 1 -f- y 2 -4- z 1 = C. 

Ensuite, si l’on ajoute les mêmes équations respective- 
ment multipliées par a, b, c, on a 

adx bdy cdz —O, 
d’où . • ax -1- by 4- rz=sC'. 


Digitized by Google 



CINQUANTE-DEUXIEME LEÇON. I C) I 

Donc l’iutégrale générale de l’équation (i) sera 
(3) ax -f- by -+■ r* = <t>( -f- *•). 

676. Les équations (. 1 ) et (3) prennent une forme plus 
simple quand, OD est l’axe des z. Elles se réduisent a 

... « = 4> (æt 1 

py—qx—o. 

On pourrait les trouver directement. 


DES LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES UE ELU S GRANDE 

PENTE.' „ _ , 

677. Soit une surface 

zx=/(x,y) 

rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires et 
supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 
de niveau les sections faites dans celte surface par des 
plans horizontaux. Uuc ligne de niveau aura donc pour 
équations ' ' 

z = h, /(x,y) = b J 

h désignant une constante. On tire de la seconde équation 
dx dy dx 


OU 


dy 

dx 


P - 
• — •» 

q 


et cette relation entre les dérivées partielles p et q aura 
lieu quel que soit h. Elle exprime que la tangente à la ligne 
de niveau, en un point M de la surface, est parallèle à la 
trace horizontale du plan tangent mené à la surface par 
ce point. 

Si l’équation de la surface était F ( X , y , z) — o, on 
obtiendrait l’équation différentielle des lignes de niveau 
en éliminant h entre les équations 


d F d F dy 
F(x, y,h) = o, - + 


r O. 
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678. On appelle ligne de plus grande pente d’une , 
surface une courbe qui, en chacun de ses points, a pour • 
tangente celle des tangentes à la surface, en ce même , 
point, qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. 
Quand la surface est plane, la ligne de plus grande pente 

est une droite perpendiculaire à la trace horizontale du 
plan. Dans le cas général, la tangente à la ligne de plus 
grande pente, en un point M de la surface, doit donc être 
perpendiculaire à la trace horizontale du plan tangent au 
point M. Par conséquent, la projection horizontale de 
cette tangente sera aussi perpendiculaire à la trace du plan 
tangent. „ 

Or le plan tangent au point M (x, y, z) a pour équa- 
tion ‘ ' 

Z — z — p (X — *) -+- 7‘(Y — y)\ 

Sa trace aura donc pour équations 

Z == o,' — a=y»(X— *) + <7(Y— 7). 

» ’ , , f . • 

Donc le coefficient angulaire de celte trace est — -• Celui 

? 

de îa projection de la courbe de plus grande pente est — • 

On aura donc 

__ ± 

, dx p . 

ou pdy = qdx, 

équation différentielle qui représente la projection, sur 
le plan horizontal, de toutes les courbes de plus grande 
pente. 

679. La tangente à la courbe de plus grande pente qui 
passe pap le point M, étant perpendiculaire à la trace ho- 
rizontale du plan tangent, est aussi perpendiculaire à la 
tangente menée à la courbe dé niveau par le point M; de 
sorte qu’une ligne de plus grande pente coupe à angle 
droit toutes les lignes de niveau, et réciproquement toute 
courbe qui jouit de cette propriété est une ligne de plus 
grande pente. 
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Il résulte de là que dans une surface de révolution dont 
l’axe est perpendiculaire.au plan des xj, tous les méri- 
diens sont des lignes de plus grande pente, puisqu'ils 
coupent à angle dro.it les parallèles qui sont évidemment 
des courbes de niveau. 

680. Appliquons les théories précédentes à l'ellipsoïde, 


x 1 , y* 
- -f- — 
a- b' 






Les lignes de niveau seront représentées par les équa- 
tions V " . • \ 

_ a* y*^. , 

•' '■ Z ~ \ + .'Ï» =D ' et ' . . • 

• . 1 • . • * * * 

elles ont donc pour projections, sur le plan des xy, des 
ellipses semblables à l’ellipse principale qui est située, 
dans ce plan. ■ , . . 

Pour obtenir les lignes de plus grande pente, il faut in- 
tégrer l’équation , 

(i) pdy — qdx. •. . 

Mais ici on a 

c’x c'y 

> . : ; • ► - P a’i’ ^ b'z 

En substituant dans l’équation (i) et simplifiant, on 
aura 

" ' xdy _ydx : ' . 

te}.., s— • 

■ , ^ | ^ ’ ► 4* j. 1 ' * . * 

équation dans laquelle les variables se séparent immédia- 
tement. On a 


d’où 
(*) ’• 


, dx 

b'—=a'—, 

y * 




y' = ( rx y. 


y est une constante qu’on détermine en exprimant que 
la courbe cherchée passe par un point donné. Par exem- 
ple, si l’orr veut avoir la ligne de plus grande pente qui 
II. Sédition. " ' lî 
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passe par le point dont les coordonnées sont 


.T=a, y — o, z — o, 

A * *• < * . * / * * •« 

on aura, en substituant dans l’équation (3), 

o =(7 «/**♦ 


d’où 7=0. Donc 


y — o 


est l’équation de la projection horizontale de la ligne 
cherchée : en d’autres termes, la ligne de plus grande 
pente est l’ellipse principale sitoéc dans le plan des zx. 
Il est évident, eri effet, que celle ellipse eoüpe à angle 
droit toutes les courbes dè niveau. La même chose peut 
se dire de 1’iutersq.ction de la surface par le plan des zy. 

*•«'***.' . 

681. Si l’on cherchait la courbe de plus grande pente 
passant par le sommet situé sur l’axe des z , l’équation 

( 3 ) y k ' — ( ï 1 )* 1 


se réduirait pour ce point à * 

> • i 

0 = 0 , 

’ * . x 

et ne déterminerait pas y. Et cela doit être, Car en ce 
point le plan langent à la- surface est hprizontal, et la 
courbe de niveau se réduit à un point. Toute droite pas- 
sant par ce sommet et située dans le plan tangent peut 
donc être considérée comme perpendiculaire à la ligne 
de niveau, et par suite compie tangente à une ligne de 
plus grande pente. 
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CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON. 

• ■**. 

SUITE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

Surfaces développables. — Intégration de l’éqnatioo des surraces déve- 
loppables. — Surfaces réglées. — Équation de la corde vibrante. 




BES SURFACES DÉVELOPP ABCES. 

682. On nomme surfaces développables celles qui 
étant supposées flexibles et inextensibles peuvent s’appli- 
quer sur un plan sans déchirure .ni duplicature. Telles 
sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Toute surface développable peut être considérée comme ~ 
étant le lieu des tangentes à une certaine courbe, nommée 
arête de rebroussement de la surface. Il n’y a d’exception i 
que pour le cône, où l'arête de rebroussement se réduit à 
un point, et pour le cylindre, où celle courbe passe à 
l’infini ; mais comme nous avons déjà examiné ces cas 
particuliers, nous en ferons abstraction dans ce qui suit. 

683. Soient 


t»> '' "• *=/{*-)> y =?(*)> 

les équations de l’arête de rebroussement. Les équations 
de sa tangente en un point (or, S, y) seront 

j f— /(?) =f'(y) (* — y)> '. , .* 

f ( 7 ) = ?'(7) (* — v)- 


En éliminant y entre ces équations, on aura l’équation 
de la surface développable. Mais au lieu d’opérer celle - 
élimination qui ne peut se faire qu’en particularisant la 
fo,rme des fonctions,/" et tf, nous allons chercher une équa- 
tion aux dérivées partielles, indépendante de ces fonctions, 
et qui exprimera une propriété commune à toutes les 
sùrfaces développables. 


1 3 . 
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684. Les équations ( 2 ) déterminent z et 7 quand x et 
’ y sont connus. On peut donc considérer z cl y comme 
des fonctions de x elàey. En différentiant tour à tour 

oes équations par rapport à x et à j', on aura 

. r. ■ » • • 

. -/■ (v) % =/'(»! ( P - g) +/'d) («.-») % 

- 1) +•/"(?) (« 


(3) 




dy 

dj 


rfy 

d/’ 


.-,'(7)g=VW »-g)+y(7i(=-7) 

ou bien, en simplifiant, * 

<• ’i . .*'.»■*’ **• - *■ • V* • 

’^/'(7) +/"(») 

► , . . . • / ‘A / w * ' 

| o =>/.'('/) +/'(y)(*-vVj’- 

|°— >V(7Î + ?"’(?> (’S — 7) ^’ 

^7 


(4) 


i=7?'(v)4- ? "(y) (*- 7 ) 


d/ -, 




Or, on peut éliminer entre ces quatre équatiops 

dy . 

d r 


(z — y) ^tLi-(z — 7) 'y? et 7 V et il restèra .une relation 


dx 

entre p et <7, - • " 

(5) • /»*==»(?), . ; 

équation du premier ordre qui convient à toutes les sur- 
faces développables, mais dans laquelle il entre encore, 
une fonction arbitraire. • 

' « ,, •% * ■ t , . « ' v >*. . • ’ I “r/‘ ' 

. 685. Ce résultat s’actorde avec ce que nous avens 
trouvé pour les surfaces cylindriques dont l’équation aux 
différentielles partielles est .• • 

ftp + bq = 1 . 
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Il semble qu’il y ail exception pour les surfaces eth- 
niques dont !•’ équation aux différentielles partielles est 

(x — a) p -+-(/ — b)q = i — c; 
mais si l’on prend l’équation en quantités finies 



on voit que z — c étant une fonction homogène du pre- 
mier degré dey — b et de x — a, p et q seront des fonc-* 
tions homogènes et du degré o des mêmes différences 
(T, 177)$ on aura donc 



et en éliminant- on obtiendra une relation entre n 

> ■ x — a ' 

et q. Cette relation dépendra de la fonction <p, tandis que 
' dans le cylindre la relation entre p et <7 ne dépend que des 
constantes qui définissent la direction des génératrices. 

Ç86. L’élimination indiquée au n° C81 peut se faire 
comme il suit. En ajoutant la première et la troisième 
équation du système ( 4 )> respectivement multipliées par 
g." (y) et / 7 / ( 7 )rOn aufa - . 

(5) ^( 7 ) =■/>[/'( y) ? ' ; -{ 7 ) - ?' [y)rm 

La seconde et la quatrième équation traitées de la 
même manière donnent 

(6) ‘ • /"(vt) = 7[?'(7)/"(7)-/'(7)?"(7)]- . 

H ne restera donc plus qu’à éliminer y entre les deux 
dernières équations. 

B87. Soit • ; •* ; t _ . • i 

■(:) '■ ■ ;T ' • ; ' ■ î - " *• 


r 
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l'équation aux dérivées partielles et du premier ordre, 

résultant de l’élimination précédente. Posons 

dp d'z 

_ dr. dx 1 ’ 

dp dq d‘ z 

dy dx dx dy ' 

dq d*z ' ' 

dy ~ fly' ~ 

' . - *, •' • . 

En différentiant l’équation (7), nous aurons 

, ■ . 1 i. - , 

r=:rn'(q)s, 

d’où, en éliminant vs'[q), 

( 8 ) j ’ — rtz=o, 

équation qui ne renferme aucune trace des fonctions par- 
ticulières f et <p. C’est l’équation aux dérivées partielles 
cl du second ordre des surfaces développables. 

INTÉGRATION DE l'ÉQUATION AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES DES SURFACES DEVELOPPABLES. 


688 . Puisque 

l’équation 

(«)' 

revient à la suivante 

(*) 


dp 

<*y 


dq 

dx' 


■ rt : 


dp dq dp dq 

dy d.c dx dy ■ 


De là résulte que les dérivées partielles des fonctions p 
etÿsout proportionnelles. Donc (lYote àda fin de la leçon) 
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p est une certaine fonction de q. Soit 
( 3 ) . p = n[tj) : 


«99 


on aura 

mais 
donc . 

>. 

( 4 ) 


f, P __ , V . 

dq dp 
' rfr dy 


< ! P _ , i \ <'p 


équation linéaire par rapport à p. Pour l’intégrer, il faut 
résoudre le système 

dy dp 

ü(?) O 

dont les intégrales sont 

p = a, 

xts' (q) + y — 6. 

Une première intégrale de l’équation (i) est donc 
( 5 ) xv'{q)-by — Y[p), 

F désignant une fonction arbitraire, ou bien, à cause de 
l’équation (4), 

. , xdp - 4 - ydq = F {p)dq. 

■ ■ . ■ \ ’ * * • t 

Mais xdp -\-ydq est la différentielle de px -b qy — z. 
Donc . 


( 6 ) 


r x + qy — * == J F [p)<iq- 


En éliminant p et q entre les équations (3), (5) et (6), 
on aura l’équation de la surface, 

(:) • ■ • x(*> y, z) — o, 

qui renfermera deux fonctions arbitraires. 

689. Démontrons maintenant que l’équation 
( i ) , s 1 — rt = o 

nç convient qu’aux surfaces développables. ' . • 
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• Soieul 

» * * 

(2) - p = a(q) ' 

l’équatimi du premier ordre qui résulte d’uue première 
intégration, et 

(3) x(*. )> =) = ° 

l’équation obtenue eu intégrant une seconde fois. Pour 
démontrer que la surface que cette dernière représente 
est développable, il faut faire voir qu’on peut- la considé- 
rer comme le lieu des tangentes à une certaine courbe : 

( 4 ) * =/(*)».,/=?(«)•• . 

Or, a, ê, y étant les coordonnées d’un -point de cette 
courbe, on a vu (686) qu’on obtenait une relation entre 
p et q en éliminant y entre les deux équations 

{J] I /" (7) = 7 (y) y (7) 9" (t )]• 

Pour que la surface développable dont l’arête de re- 
broussement est la courbe (4) coïncide avec la surface (3 ), 
il faut que l’élimination de y conduise à l’équation (2) ; 
par conséquclit, on devra obtenir une identité si l’on 
porte dans l’équation (2) les valeurs de p et de. q tirées 
des équations (5), et l’on aura ainsi une première rela- 
tion > . • 

(6) ?[/'(7)./ y (7). *'(7). 

entre les foliotions J e t O11 en obtiendra une seconde 

(7) y.[ 7 >/( 7 /> *(7))— 0 

en exprimant que la courbe (4) est sur la surface (3). 
Les équations (6) et (7) font connaître /(y) et ^(7), 
L’arête de rebroussement est donc complètement détermi- 
née, d’où résulte que l’équation (3) représente bien une 
'surface développable. 
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nES SURFACES RÉGLÉES. 


690. Les surfaces développables sont un cas particulier 
des surfaces réglées , c’est-à-dire de celles qui s’engen- 
drentpar le mouvement d’une ligne droite. On nomme 
surface gauche toute surface réglée qui n’est pas dévelop- 
pable. ' . ; • ; 

Soient ' • 


(0 


x — az u, 
y z=, bz -|- 8 , 


les équations d’une droite : si o, b, a-, 5 sont des folio- 
tions d’une môme indéterminée y, en faisant varier y 
d’une manière continue, la droite (t) se déplacera succes- 
sivement dans l’espace et engendrera une surface réglée. 
On aurait l’équation de la surface en éliminant y entre 
les épilations (i). 

Les quatre paramètres variables a , b, ae, G étant des 
fonctions d’une môme indéterminée, on peut considérer 
trois d’entre eux comme des fonctions du quatrième. On 
peut même considérer a, b, «, G comme des fonctions de;r 
et de_y. Car si l’on élimine z entre les équations (i), on 
aura une relation entre x, y et. les paramètres a, 6, a, G 
qui sont des fonctions de y. On peut donc dire que y , et, 
par suite, a, b, «, S sont des fonctions de x et de y. 

691. Diffëreutions l’équation 

tour à tour par râpporl à a: et à y, en regardant a et a 
comme dçs fonctions de ces deux variables : nous aurons 


(a) 


(3) 


da 

= rtr/? — - 


o —atf 


di 

tta 

îiÿ 


dx 

du 

<Lr 
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= o. 


Ajoutons ces équations respectivement multipliées par ^ 
da . 

et — : en observant que 

dx 1 

dx da dx da 

dx djr dy dx 

puisque a et a sont fonctions l’un de l'autre, comme étant 
fonctions du même paramètre y ( voir la Note à la fin de 
la leçon), nous aurons 

da ! da da\ 

.<*> dP =a [ / 3 d?-^ J* 

On aurait de même, en difiérentiant l’équation 
y x= bz 4- 6, • 

; <*> . ' 

Si maintenant on élimine le rapport ^ ^ entre les 
équations (4) et (5), mises sous la forme 
da . . da 

= °, 

f/a , . . . da 

: -^-h(i-è 7 )- = o, 


an aura 
ou 


(l — ap)(l — bq) — abpq — o,. 


(6) ap+-bq==1, 

équation différentielle du premier ordre, renfermant seu- 
lement deux fonctions de l’indéterminée y. En ayant 
égard à celte relation, les équations ^4) et (5) peuvent 
s’écrire 


( 7 ) 


, da da 

b — h«7 = °i 

dy dx 


db 


db 


dydx' 

692. Cherchons maintenant Inéquation aux différen- 
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tielles partielles du second ordre. En diflerenliant tour 
à tour l’équation 

ap-^-bq = i 

par rapport à x etjy, nous aurons 

... da db 
ar *+• bs p — — |- q —— — o, 

■> dr, 1 dr 

s ,.'dn db ' 

(K + W + D -J- -j- 7 — = O. . . . 

‘ dy dy 

En ajoutant ces équations multipliées, la première par n, 
la seconde par b, et en ayant égard aux équations ( 7 ), 
nous aurons ... 

a'r-\r nabs -+- b’t =2 o, 

a * 

ou, eu posant -= f, 

(8) * + j«+t = o, 

équation du second ordre ne renfermant plus qu’une seule 
fonction arbitraire c. 

693. Posons • •• . - 


* 

d 3 z 

dr 

= /<, 

' 

. - 


dx* 

dx 




d % * 

dr 

ds 


\ 

- 

(t.e'dy 

d X 

= 7ü ==tf} 



. . 

. d 3 1 

dt 

ds 




d.rdy‘ 

dx 

II 

❖1 

II 

j? 

• 

% 


d 3 i • 

dt 





. 1 ■' dy' dy V " 

Diilérenliôns l’équation ( 8 ) tour à tour par rapport à 

x et à y : il viendra ‘ 

„ . . de de 

- c-u 2CP ■+■ IV ■+■ Hcr — - -f- = o, 

dx dx ’ 

/ dc de 

C?p 4- u -+- 2 cr-^ — )* 2 i — = o. 

dy dy 

Multipliant la première par c et ajoutant, il vient 
■{ 9 ) * « 3 * + 3cV + 3m’+ < j=:o; 
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car C iïîc esl nu ^ en verlu del’unë des équations (7), 

puisque, c étant fonction de n, et ^ sont proportion- 

.. , da da ■ ' 

neiles a — et — — • > 

(te dy . 

L’équation aux dérivées partielles et du troisième 
ordre résultera de l’élimination de c entre les équa- 
tions (8) et (9). • " . 

" • ' S‘ ‘ ' 

ÉQUATION DE LA CORDE VIBRANTE. 

69 i. On démontre en Mécanique que le mouvement 
des différents points d’une corde vibrante, fixée à ses 
deux extrémités, est représenté par l'équation aux dérivées 
Fic ia| partielles du second Ordre ’ 

, . (Ou d’u 

■ Ur /. 

MP = «, AP=.r sont les coor- 
données rectangulaires d’uu point quelconque de la corde, 
l’origine étant prise à l’extrémité A; enfin y désigne le 
temps. 

Pour intégrer l’équation (1), prenons deux nouvelles 
variables « et 6, liées aux variables x cl y par les équa- 
tions 





.a — æ y- ajr, ê = x — uy\. 


Si de ces équations 011 tirait les -valeurs de x et de y eu 
a et S et qu’011 les portât dans la fonction cherchée 11, 
celte dernière deviendrait une fonction explicite de « et 
de S. O11 peut donc considérer u comme une fonction de 
a et de o. On aura alors, à cause des équations (a), 


du 

dx 


du 

da 


du 

dt' 


d' u ■*1} u (Ou d'n ‘ 

~dx‘ ~ dx* + dadZ + 
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cinquante-troisième leçon. 
On trouverait de même 


iop 


d'n ( d'n tl'u d' u\ 

dj* = 2 + 7¥; ‘ 

En portant ces valeurs dans l’équation ( 1 ), on aura 7 
après les réductions, 

d'n 

(3) - , 


d&dfi 


— O. 


Cette équation est facile à intégrer. Elle peut s’écrire : 

j -V» 't- '* * • 


r/- 


(7« 

rfg 


■=o. 


donc ^ ne dépeqd pas de «, et l'on a 

r/« 


r/g 


= 


et désignant une fonction arbitraire. On en déduit 

« = y\j(g)r/g -H <}>(«), 

% • * i 

et par conséquent, en représentant par <p(§) l’intégrale 
J'u(S) Ho, xp désignant encore une fonction arbitraire, 
_on aura 

"=?(“) ■+* +(*)» 

é’est-àrrdire 

4$* • \ 4* * . - „ . % 

(4) a = ?(* +«/)+•'!<(« — nj). 

Telle est l’intégrale générale de l’équation (i) 5 on peut 
d’ailleurs la véritier par la difïérentiation. On trouve : 

T^r = ?>"(•* + °y) •+* V (.* — °y )» 

^7 = **[?"(* + ">) +•*“.(* ~ «tfj- 
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On a donc bien 


d 1 u 

^ W' : 


d 1 u 
dx 1 


695. L’intégrale générale contient deux fonctions 
arbitraires tp et ip qui se déterminent par deux condi- 
tions diclinctes. Ordinairement on suppose connue». l'or- 
donnée u et sa dérivée ^ pour tous les points de la corde, 
à l’origine du temps, c’est-à-dire pour^ = o. Alors u et 
la vitesse verticale ^ de chaque point sorrt des fonctions 
données de x. Posons 

du 

«=/(*)> ^=/«W» pour J" = °. ... 

On aura, en faisant j - = o dans l’équation (4) et dans sa 
dérivée 

f(*) + f(*)“/(*)? .... 


1 *’• «i.U-T 




De cette dernière on déduit 

: ■ t • t.Jmœ 




' Jf ( x )_^(jr) = - / /,(x)i/x-+-C = F(x)-hC, __ , 




F { x) étant ube fonction connue et C une constante arlii- • 
traire. Par conséquent on a , -V ^ . 

ç (x).= i[/{^-pF(*K€], > ■' 

’ > l' - f * *■ * - • 


.r+c . - 
• /* . 


on aura donc 


„ — I ^/(x + <7jr) +/{-t — «r) .+ F(x-^)--F(x-^)]. 
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La valeur de u est complètement déterminée. Comme on 
devait s’y attendre, la constante C, introduite dans le 
cours du calcul, a disparu d’elle-raême. 


JSote. — Quand deux quantités a et a sont fonctions 
l'une de l’autre, leurs dérivées partielles sont proportion- 
nelles; car de 

a ~ <p ( a ) 

on tire 


d’où 


(la da da (la 

Tx = ^ a) Tx' ÿ = 


da (la da (la 

d.r dy dx dy 


OU 

... da da da da 

dx dy dy d.r 

- ' T . ' , 

comme on l’a écrit au u° 691, p. aoa. 

Réciproquement, quand les dérivées partielles de deux 
quantités sont proportionnelles, leurs différentielles to- 
tales sont aussi proportionnelles. Donc ces quantités sont 
en même temps variables ou constantes. Donc l’une est 
fonction de l’autre. 


EXERCICE. 

i . Discuter la surface représentée par l'équation 

[ayxy-ù(x 7 -\-z*)Y = i’R s ar J -j-i 3 (R ï — a 7 )z 7 . 

Solution. Surfaco engendrée par une droite assujettie à rencon- f • 
trer une droite donnée et deux circonférences données. 
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CINQUANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

COURBURE DES SURFACES. 

Courbure d’une ligne située sur une surface. — Théorème de Meunier. — 
Courbure d’une section normale. — Sections principales. — Variation 
des rayons de courbure des sections normales faites en un même point 
d’une surface. — Détermination des ombilics. 


COURBURE D’UNE LIGNE SITUÉE SUR UNE SURFACE DONNÉE 

69(5. Soit 

(?) /(ïir,»)=o 

l’équation d’une surface. Posons, pour abréger, 

riz dz . 


d 7 z 

dx 1 


d.r J ’ dy 

d^z 


dxdy 


(P z 

dy 1 




Fifl. 


Considérons une certaine courbe CL passant par un 

point z ) de la 

surface (i). Soit ô l’angle 
que le rayon de courbure 
R de cette courbe au point 
M, dirigé suivant la droite 
MN, fait avec Ja. normale 
MP à la surface au même 
point. 

La normale MP ayant pour équations 

x — *=— r(z — *-), 
y — y — — “/ (z — » 

fait avec les axes des angles dont les cosinus sont respecti-c 
vcment 

. — P i 



v'i 


-f P 1 4- ,7’ H- /P 4- , Vf + />’ + ï* 


' ' • ” m - . •; ? 
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Le rayon de courbure MN fait avec le, s axes des angles .< 

qui ont pour cosinus 

* . ■ . 

. - .dx 


>- > 


dz ' 

„ " fit " f il d Tl 

r_ 5T’ R ~rfT’ 






• ■ J 


en désignant par dl la différentielle de l’arc de courbe, a 
On aura donc 

.dx 


( 


(a) 

cos 0 = 

Or on 

» » . 

a 

d’où 

• -d* 7, - 

a i 

• a * 

d di~ 

Mais 

dp=2 

: ~ 

donc 


rf/ 

t *. 

rfr 

ou 

• ** « 

d dl 

d Ti 

d 

dl 


\~ p TÜ 


d% d± 

dl dl dl 

7 ~df H dl / 


f. • ' V -J 

' 

.Jtw * . • • 


-• t- % ■ 
*' *■ • 


v/l+/j’H - <7* 

tlz — pdx -f- qtly, 


l±. 

rf/ 


, dr , dx 
_4 -f- dp — 
dl T dl 


d r • 
' dl 


'Ti~ pd Ti~ rid T = + W/) ^ + <*** * .fft ' . 


*X G >r 




rf/ rf/ { dx\’ dx dr ' . f efy\ , > • ' 

p ^-^= r \di) + " 3 T 57 +/ U)/./- i* / 

n _• ; . ’*• ! ' 

Un a, par conséquent, ; 

f ' . * • / dx\* dx dy f dy\- *- . "S 

Xf ^ di + t \Ti) .* 

. cosfi éx R ■ > ’ ‘ y-a-i. . , — — » •'/ 

, • • ->• • • \ \ p‘ + q‘ • ' . • • 

d’où • ‘ ^ .V ’ ; v 


(3) ... R = 


* . . ^- pi 1 -4-q' cos 9. 


. < 


s m 


[ ’ ’ /*£r\ J dx dy \ W dÿ\\ *' [ * " ; 

Ili 7 e édition. u • * i H . 




• » 
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Mais — > — sont les cosinus des angles que Ja tangente 

à la courbe considérée fait avec l’axe des X et celui des y. 
•’En désignant ces angles par a et 6, on aura 


■ C4) 


R. 


V i 4- />' c/’casS 


r cos’ a -f- 2 s cos a cos 6 t cos 2 6 


formule qui donne le rayon de courbure d’une section 
v } , * quelconque faite dans une surface, en un point donné. 

697. La valeur de R devant être positive, il faut que, 
*_ .cos 0 soit de même signe que le dénominateur. 'Ainsi 
l’angle 0 doit être aigu ou obtus selon que ce dénomina- 
teur est positif ou négatif, ce qui détermine dans quel sens 
, t le rayon, de courbure doit être porté sur la direcrion-dp . 
> * la normale principale. •> < .. * 

■ • . ‘ ’ THÉORÈME DE MEtIJN 1ER ■ I 

• '**•'* *' " • . , •- t » » ’ * . 

1 698. Si, dans la formule précédente, on suppose 

. , eos'0 = ± i , c'est-à-dire si le plan osculatèur passe par 

»■ la normale^ à la sûrface, on aura, t>q désignant par p le - 

. » . rayoïi de courbure de la section normale, 




r cos’ a -f- 2.rcosacos6 -4-1 eus 2 6 


■ j5)< 

ef, pgr stnte, . » / * ; * * 

* 76) v , * . R ocosô.^ • # . t 

1 ’ . j <• r . : . ' » 

( | . » « , • m • , ^ 

De là ce tluVi rouie dû à Meunier : Le rayon de courbure 

• ei\ un point d une courbe quelconque tracée sur une stfr- 
’Jace est égal au produit du rayon de. courbure de la sec- 

. lion normale qui contient la tangente à la courbé, mnl- ' . 
iiplié par le cosinus de l’angle que cè plan fait auecie 

; " plan osculatèur de ta couphec . '• * • . 

« * ’ , v » +* .* * . « . 

• " <• 1 • , m m 

; Ç99. Si l’on considère deux courbes planes ayant la 

«.même tangente au point M et situées, l’urte d&ns un plan . 

:.;c «> v» 1 ... :• ' 


t * 


- i *i 
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cinquante-quatrième leçon, ' an •• * 

oblique, l’autre dans un plan normal, on peut encore 
énoncer le théorème de Meunier en disant que te rayon. ' 
de courbure d'une section oblique est la projection sur 
le plan de Cette courbe du rayon de courbure de la sec- 
'tion normale. ' - ' ‘ *. ■ 

Par conséquent, si une sphère a le même centre et le 
même rayon que le cercle de courbure de la sectiou nor* * : ’ 

male, tous les plans menés par la tangente à la section 
normale couperont la sphère suivant de petits cercles qui 
seront les cercles oscillateurs des sections obliques faites 
dans la surface par ces diflërenls plans. '*7 

ji ; . • , 9 

v . COURBURE -DES SECTIONS NORMALES. * •* • 

. -va ; y. ' r •' ■ 

700. La formule (3-) du n° 696 peut s’écrire ’*•.•.* i* /' 

• • • . • . . , 
/ *// \ 1 

y i v/ '•cos 6 -- I r*' 

> - * i> ~ ^ f ’ r / • * • ' , 

- .• •' dy • / HyX 1 . ' ” * *' . 

••• .* _ . + •* v v 

• •• /. ■; j . . . • V- . 

Prenons maintenant le point (x, y, z) pour origine 
des coordonnées,, et pour plan des xy le plan tangent à la 
surface en ce point.- L’axe des z sera la nortnale- çi l’on 

, x ^ § , - y\ - 

Fig. u3. - > aura /> = o, <7 = 0 . En désiguant • ' 

AN par if l’angle que la tangente OT * \ 

~y fait avec l’axe des ,x»on. a 


Ht 
11 


dr_ 
dl 7 


: . // *\» " . •" D’ailleurs, puisque le plan ; 

, " oscillateur. est normal, • on “a 
c.ps0”=di.i, selon que le rayon de courbure est dirigé 
dans le Sens dp l’axe des z ou dans le sens opposé. On 
aura donc 

* •• • : • • , . , - - -v i 

. y ,± » •••>,, ' • r ■ • 

' rcos-f -+• a# sin f eos *'-+-/ sin’y . ,*• 

. ■ » . ' . . •' ’ , 

* -• . % f » 

'mais, on peut supprimer le double signe et écrire simple- 

,:V 7. •/..%* .*’• i ; ui- . . 
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tcos’y 4- 2 $ sinycos^-t- rsin 3 y 


pourvu que l’on convienne de porter la valeur absolue du 
rayon sur l’axe des z dans le sens des z positifs si le dé- . 
nominatcur est positif, et dans le sens opposé si ce déno- 
minateur est négatif. 

:* - -s » • f ~ ; ‘ 

. ** . *; 

i SECTIONS PRINCIPALES. ». - : 

701 . Si le plan normal tourne autour de l’axe des z , le 
rayon p variera en même temps que l’angle ©. Proposons- 
nous de trouver la plus grande et la plus petite valeur de/ 
ce rayon. Comme ces valeurs correspondent au minimum 
•et au maximum. du dénominateur dans la formule - ^), il. 
faudra égaler à o la dérivée de ce dénominateur; on aura- 
it — r) 2sin<pcosc> -t 1 at(cos ! f — sin’^) 0, , , 

■ ou, ce qui revient au même, • \ * 

1 3) » * • ■ ttang^-bic — r) tàng<j> — r— o.*' . 

Cette équation donné pour tang? des valeurs réelles, 

dont le produit est égal à — i . 
Comme d’ailleurs, en faisant 
varier l’angle çp de o "à 7r, on 
obtient tous les plans nor- 
maux qui passont par le, point 
O, il suffira de considérer les 
deux, angles plus petits que 
•i8o° qui correspondent aux 
deux racines de l’équation. L’un étant désigne par a,, 

* . r • - . fC • • * • * 

l’autre sera nécessairement - -+- à. *. • ■ V 

2 * ' - I- . 





Pgr coiïséquent, si l’on trace sur le plan des. ±jr deux 
droites OH etOK, faisant avec Ox les angles a. et « 4- ï, 


les sections normales situées dans les plans sQH, sOK. 

» . ' ’ V .'•••’ * J * 

H • % • • . « * . r N 


‘ s ' r .» 


’/ ' .* ; \ • é- • t>y Googlej 
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correspondront aux rayons de courbure maximum et mi- 

■ • j ' • ‘ . » ■ 

• “ 1 • * 

nimum. En effet, la dérivée du second ordre de - est 
• - . P ; 

2 (t — '/•)(cos'ç — sin’ip) — 8fsin<ycosç, 

. ; : . • ■ , ' . ; 

et cette expression prend des valeurs égales et de signes .. 

‘ • -■ J * ' ' 1 " • - ' ' • ‘ ir- ' ; • 

contraires quand on y remplace <j> par a et par «H — •« * 

Remarquons qu’il s’agit ici d’un maximum et d’un mini- 
mum analytiques, en sorte que si les deux valeurs précé- 
dentes étaient de signes contraires, celle qui serait un 
minimum négatif pourràit être un maximum en valeur ' . 4 . 
absolue.. > • ‘ ' • . , ■ . \ 

Les droites OH et OK, faisant avec l’axe O# des angles 

dont la différence est -» sont perpendiculaires entre elles. 

> 2, . . • . 

Donc les plans zOH et zOK, qui déterminent sur la sur- 
face deux -courbes planes à courbure maximum ou mi- • . , * 
nimum,' sont perpendiculaires entre eux. On donne aux ' 
sections faites par ces plans le nom de sections principales. 


•• VARIATION ÜE COURBURE DES. SECTIONS NORMALES. » 

702. Prenons maintenant pour plans des xz et des yz 
les plans des sections principales. Les valeurs de ^ cor- • 
respondant au maximum et au minimum du rayon de 

courbure devront être o et -• Or l’équation 

i ■ • • *’ - . ‘ - . .. 

r tang J <p -t- (r — f)tangç — s o V 

ne donnera pour lang <j> les valeurs o et oo que si s ~ o, - 
Par conséquent, la valeur de p prendra la forme plus 
■ simple- ... . . ' * . ■’ V' . ; • 

(O- *• •••’., p — — —- 1 — . • : 

> ' ■ rcos 2 ® -t- rsin 1 ® . 

• i - . ■ - . T >. T.. - • ■ 

et Von déduira de celte expression les deux rayons decour- 
bure principaux- p' et p", en faisant tour à tour ® = o 

1 - V • . v ••• . •' . *; 

• « . * . • ^ ^ •* * 


\ * 


t . 

, ./*. * •*■ 
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. / * » ^ 

• yr , < 4 , <V - t # é * * *' »* * * .* 

cl ®= — i ce qui donnera •’.'•*! . •** ' ^ 

- • *• . ... '• • . -./.** .. 

'■ \ ■ . J - ; ;_L 1 »■ 1 

- • . P — -> -P •— 7 ’ . 

- t % • . ■.» . ^ - v .*» ‘ » 

V ’.•*'* ’ 4 J - % 

ou bien — =/ > * 

. s p - * . i ■ 

Ainsi, les dérivées partielles r et t représentent les 
. deux courbures principales au point O. 

703. Les valeurs de p J et de p " peuvent être introduites 
' dans l’expression générale de la courbure. On a 


- = r cos 1 ^ -f- rsin’^j 


on aura donc 


k • ■ .. . i i , i 

r ( 2 ) • - - = -7 cos 3 7 4- — sué cp , 

... f P P ■ ■ ; ; ■...«■ 

* * . ’ •. ^ * 

. - formule qui donne la courbure d’un« section déterminée 
• * * par un plan, normal faisant, avec la section principale- , 

, - ..V aOvr,’uii angle cp. . ‘ ’’ ' •• \-j\ t. \ . / > 

De là les conséquences suivantes. En premier lieu, l’ex- 
. ; pression ( 2 ) ne change pas quand on meta la place de \ 

son supplément : donc deux sections normales égale- 
,.v nient inclinées sut une seçtion principale ont des rajons 
’ -de courbure égaux et de meme signe. 

■ Si l’on désigne par p, le rayon de-courbure d’une sec- 
tion normale perpendiculaire à celle qui fait avec le plan 
• - - \ • -principal zOx l’angle <p, on aura ' 

— -h -, cos^ T , • ' 

p « ■ ■' * 


' et si- Ton ajoute les équations ( 2 ) et (3), « - J ’ 

. • s 

• r 1 _ 1 i. 

- . * 1 ‘ I 1 - ■ -jr t - h * - . • * 

p P -V / ;."f • : 

Donç la somme des -courbures de deux sections jior- 
. * ' males perpendiculaires entre elles est constante', 

. ’ \ j,. •’ •’ •_ “ ' ■* • ’• . • * ' * , '. ’!* 

.***■ r 701. Nous allons maintenant discuter la valeuj 4 géiré- 

' » , »v *'• .* ,• • •* * r • 

-■ - . • • •* jr ■■ : • 

é'. 1 *. » ' .< *•’ - 
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raie de p en nous servant de la formulé 

* - . • . • ■ 

• . , . i cos 9 à ."sui’ÿ. - 

(•)■ - = -v^ + -TT 1 ; . 

f 1 P P - ; .* - • ' 

• Supposons d'abord p'et p" tous deux positifs, et p'S-o". 
Dans ce cas, la formule ( j ) donne pour p une valeur tou- 
jours positive. Par conséquent, toutes les sections nor*' 
males sont situées au-dessus du plan tangent et la surface 
est convexe autour du point O. Si p' et p" étaient négatif», 
la surface serait encore convexe, mais située au-dessous ’ 
. du plan tangent. 

En mettant l’équation (i) sous la forme 

(■*) . • • ‘ 7 — r? H- {4? — 

- , :?■: P . 'P P / • ■ 

. • r - , . i . ..i 

on voit que - augmente depuis -y jusqu a -77, quand 9 
? ' e p 

croit de o à 1 -» et que - décroît depuis — jusqu’à pV 
quand yvarie de ^ à 7r. 

Dans le cas où p'= p", la formule (2) donne • > 


ou p=p' tpiel que soit çp. 'Toutes les sections normales au *' 
point O out donc la même courbure. Ou dit alors que ce 
point est un ombilic 1 . *’• 

705 . Supposons maintenant que p'et p * aient des signes 
contraires et que p " soit négatif. En mettant les signes en ~ - . 

évidence dans l’équation (1), nous aurons ^ s * . '• 

. • - • . ’ » I • 1 

• 1 cos’<p. sm’o. 

(3)' ■- — t 2 — -jr- • 

• < * - p • • p . r. ■ ■ . ... . 

. Pour 9 = 0, on a p = p'. L’angle f croissant de o à la' *• 
valeur S donnée par l’équation • . * •*. %• 

' **• ' . 

tang’S.ss.i-T-, . , ; 1 ; . . .. 

. • «•• • ..... •••.■■ ®. * • % , 

. - . * » * . • •»' 


. f . r. 

\ >' 
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Désignons par ou le rapport des côsinus des 

angles que la tangente à la courbe au point considéré fait 
v avec l’axe des x et l’axe des r. Commé on a 

dz 5= pdx + qdy, • . ' 


, on aura * y = p -Kÿ»» , 

*• * * ' ’ *m .. * **V i ^ * 

et la formule (i) pourra s’écrire. 

y/ i -jr- p» +V [ I -+■ m* -t- ( p -Jf gm )>] N 


r -+- 1 un 4- Cm 3 


ou bien> > ' , 

{ 2 ) R — vf> +P' 4- q 


- 1 -+- -H 1 2pyw +([ + z/ 3 )»» 1 

, '..r+ ism n// 1 
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p croît depuis p' jusqu’à l’inlini. Au delà de ç = ê, p 
devient négatif et décroî t jusqu’à p ", valeur qui correspond 

à <j> ,= Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans 

l’ordre inverse. - . 

Dans ce cas, la surface est en partie au-dessus du pian 
tangent, en partie en dessous. 

* • * * •' * » . * ’ * 

* . DÉTERMINATION DES OMBILICS." ’ - . ; 

S- • .* • t . . *. v . ■ *■ . I 

706. Pour trouver les ombilics d’une surface, il faut 
chercher les points où le rayon de courbure des sections 
. normales a la même valeur, quel que soit le plan mené 
\ par ta normale. . * *• | 

P éprenons la formule (i) du n° 700 en y supposant 
; * cos0 = i et en remplaçant dl* par dx' -h dy % -f- dz* : 
nous aurons ... , . 

•- ■ - v "' ■ 


Quand le point est un ombilic, ce rayon est indépen» 
’daut du rapport m qui détermine le plan normal où est 


V - - . Di§itizéU 5y Google.. 
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située la courbe considérée. On doit donc avoir 


(3) 


*-t - P 1 — PJL~ _L±_l\ 

r s t 


ce qui donne, en général, deux équations distinctes. En 
y joignant L’équation de la surface, on aura le nombre de ‘ 
relations nécessairés pour déterminer les coordonnées du 
point cherché. ' * 

707. Appliquons ces principes au paraboloïde ellip- 
tique - ‘ . ' 1 ' * • ' , 

• *• 1 « ♦. . , * * **'• 

. ar* T ~ • • » , 

. *. Z -I 7» «>0>O. 

. 2(1 20 ■ *• . * • 

On a ici . • • *•” 

,r y' ' . • . 1 / . ’* ' 

9 '~'V : , •* 

•: ; - \ . • • . 

• * . ' • r=:~,- t=^ji s ~= O. ■■ • •/. *. *. 

■ , i a o , • . • * 

* r • . 1 . ■ "*/,•* , - 1 • 

Les équations (3) sont, dans ce cas, ’ _ r '■ * * ‘ ' 


■ x} 

1 H ÿ 

a 2 

xy 
a b 

y 

'+-P 

/ ‘ , r* 

O 

,1t. 

’ji 


T - 


On peut y satisfaire d’abord en posant 


x—o, a = b 


r~ . < * - 


, «... . 

\ , / t — — — * — — - a — b 

‘ * j=*±>Jb[a~ b), z =— — • 


"f ” •• _ , f # 

Les valeurs de et de z étant réelles, il existé deux. . •' 
ombilics situés. dans le planj'Oz. Ce sont d’ailleurs les 
•. ' seuls, car LhypOlhèse^ = o donnerait pour x une yalcur 
.‘imaginaire. : *• V . 


O • > 

* ' 


; • . 
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aura donc ^ ' 

! ■ </x i d y 
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(l t x .) J ■ -.(*-* Y ) 2 

■Le premier membre étant fonction de x seulement, et le 
second fonction de j", cetle équation lie peut subsister 
-qu’autant que chaque membre se réduit à une constante. 


• «. ■ 


Soit — : cette constante. On a donc , 

** 4 

2 dx <■/ Y 1 _ 

~ R ’ "*1 R 

• (i + xj; (i-+-y y 


dX 


1 dy 


*. et, en intégrant, 


R 


R 


: a X, 


t/i-hŸ;- . 


• •*' V»; -h* -.': 

a et b étant des constantes arbitraires. En portant lus, 
valeurs de X et de Y, tirées de ces équations, dans le-sys- 
.tème ( 4 ), on aura ' . * 


/' = 


^R 2 — la-rxf; — (b — y)’ 

* ’< 1 • 

b tt y • 

y^R J_ 


• Il cii résultera \ • . • V ' ' , ' . . . ' - • ; 

rh. — —~ x ) + ( 6 — y) dy «. 

V Rï — (« — x f — { f’.—f ï 1 ■■ ' •. 

et, qn intégrant de nouveau, • t , * 

0 ’• • • . , - • , , * • * * • * 

’ e‘=z (a, — xY-r{b^yf t - 

équation d’une sphère. Ainsi la sphère est la seule sur- • 

Jacc dont tous les points soient des ombilics. 

* * ' * ' » * • '• * / . *. * * V '* 

* . • - . * ' • f ... \ .* . » < 

■ ' 's * , » '» 

*' THÉORIE RE L INDICATAlCfi. 

• làx* ■ % *; • -»■ 

„ ’ 709. La courbure des surfaces "peut être présentée Sous 
. ■ hn autre point dè-vuC, qui donne une idée plus nette de la 
manière dont varient les rayons de courbure des sections 
normales autour d’tin même point. 

Tf f. . ' r • . 
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•. ' - Prenôûs toujours pour plan des xy le plan tangent à • 

' ,1a surface au point O, et pour axe des z la uortnale en ce / 

• * r 1 *»-**: * * 
point. % . . % . „ * 

Si l’on coupe la surface par un plan parallèle au plan 
tangent et infiniment voisin de ce plan, la section obtenue 
sera une courbe infiniment petite et du deuxième degré, 
en négligeant des quantités infiniment petites par rapport 
à ses dimensions. En' d’autres termes, une courbe Sem- 
blable à la section faite par., un plan parallèle au plan 
tangent, à une distance h, tend, à mesure que h diminue, 
vers une section conique. " , \* 

En effet, si l’on développe l’ordonnée z de la surface 
par la série de Maclaurin, on aura ‘ ~ ‘ •. 

- % * 3ê , • i . „*/ -•* » ' • t 

■%- SV i ' 

. z — a, -f- px qy -4- - rx* ,-+• ixjr -p; - <jr 1 -f- . . .. . ■ . ; '■ 


dz d» 


. ‘Mais z 0 ,'p, q, qui représentent les valeürsdez, — .• 

quand on fait simultanément ar=o, jy = o, sont nulles 
d après le choix des axes. Donc oû a . •' y 


r . . i . 

z = - ex’ -+- sxr -f- - tr' -t- 

o - a 


*. o) désignant une somme de termes dont le degré, par rap- 
«*. Fig. ia5-. port à xelky, est supérieur au 

*| ' , second. Si ûiaintejlaiu on rem- 

». .. * L ‘ * . placez par la constante 00= A, 

\ , c . on aura l’équation de la section * 

» 'a ; 0 . ~ \ 7 / ■ A'M'B', et si l’on fait, h très-' - 

V*' •• ... -petite', w devient négligeable' > 

R^-ÿ-^l yv \ < ' ■ ' .comparativement aux termes qui 
-» / te précèdent. Par conséquent, ; 

.- > C / V, ’ * ;V<. • (0 rx x -yisry-yty'—ih, . ; 

/ équation d’üne ellipse ou d’une hyperbole infiniment 
petite dont le centre est au point O. - 

. V* *, 4 ■- /• 

- s ' • "• • . v ‘ 

.. • • v ** •• • • ■ « 1 

**•* ‘ \ . . • 
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710. Si l'on remplace h par z, on aura . ’ 

■ ' - , ' ; 

(a) ï = -i (r.r' + j 4- // ) ;• • * * ' i 

Çclté équation représente un paraboloïde passant par la 
section A'M'B' et ayant pour sommet le point O. Ce pa- . 
raboloïde va nous servir à calculer le rayon de courbure 
, ' d’une section quelconque OM'C. t 

Nommons p le rayon de courbure de la section OM'C 
au point O. On a [Note à la (in de la leçon y ; % . . 

. *. t OM'V OM't O r M" ■ . 

p =Iim — -r— rx^tim —— V * V v 

e aOO ?./i ih ' 

, ■ >. ' . ■ . • ••• •> ' *». ■ . • . ' . ' . : 

•j ' , * . t - r* » y . * 

* ■ Pour déduire dé là la valeur de (5, faisons, dans l’équa- . •» 

lion ( 2 ), • J >. «’•••. 

"w — O'M'cosy, y ='0' M'si.nip, , . . . • ' " 

/ . \ **■*;, - v ‘ * ' • - v ' v, 

*. y désignant l’angle #0N. On aura 

0'M' 3 (rcos 5 ç -+• 2 isin<j>cosf 4 - rsiri’f ) t= 2 / 1 , • .. * 

d’où ; ;i ’ •*- ‘ ' . \:'*Y - ’ . ./ * •• 


(3) 


rcos J <p -t- 2isin-f çoscpH- /Sin 1 ^; •*'- 


Comme on l’avait obieuu par une autre méthode. 

O'M' 5 . ' . • 

711. La formule p — — ^ fait voir que les rayons de 


courbure des différentes sections normales sont propor- * ^ 

tionnels à O'M' 1 . Supposons donc que sur la trace du plan, * %' 

z ON dans le plan des xy on prenne ON = ^L, on aura ' ' 

: ‘ \ • /. ..' VâÂ . ■ . 

• ‘ ' ,* O' M' 

p=ON’. Par suite, le rapport-^- sera constant pour 1 • ’ 

■’ • K .« • ■ . . ' •: *, •.! 

toutes leé sections normales. La courbe ÀNB ainsi obte- 
nue sera donc semblable à A'M'B' et aura pour centre le'’ 
point O. .Crue courbe, qui donne tous les rayons dé ' 1 *_■’* 
courbure des sections normales faitçsau point O, est uom- 
« mée l'indicatrice delà surface eu ce point. - 


• -• * . ■ 
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(12. Quand l’intçrdcction de la surface - par uh plan 
parallèle au plan langent et infiniment voisin est une hy- 
perbole, il faut, en même temps, Considérer une autre 
sCL-lion produite par un second plan parallèle au plan 
tangent de l’autre côté de ce plan. On obtient par là 
une hyperbole conjuguée de la première. Pans ce cas, 
l’indicatrice se compose" de deux hyperboles conjuguées 
cl l’on a p= ■ dkOiV, suivant que l'hyperbole sur la- 
quelle se prouve. le point N correspond à- une section 
faite au-dessus ou au-dessous du plan xy. T.e rayon de' 
çourbnrc de la-surface devient infini et change désigné 
quand le plan sécant, en tournant autour de la normale, 
vient passer par Une asymptote commune aux deux hy- 
perboles. »• < • , . j, 4 -*» " 


. - f 


CONSÉQUENCES GÉOMÉTRIQUES. 


- 


*713. Toute cOurbe du second degré douée-d’un centre 
ayant un diamètre maximum et un diamètre minimum,: 
'on en cçnclut que la surface ,a deux sections normales 
pc rpen dieu la il es entre elles et dans lesquelles le rayon de' 

courbure est un maximum .ou un minimum. l a sommé 

• ■ ■ * 

des carrés des. inverses de deux diamètres perpendicu-i 
Iflires étant constante, it en résulte immédiatement que 

la somme des courbures de deux sections normales est. 

' « ' - 

/ constante. En un mot,' à toute propriété des diamètres 
; d'une scclrou conique, correspond une propriété des 
, rayons de courbure des sections normales qui passent par 
* les diamètres de l’indicatrice. ^ k 

- * • • r * * . “ * \ 1 . i . ’ # . 

714. Quand l'indicatrice est un -cercle,* le point consi- 
déré est un ombilic. Cela arriye sur les surfaces du" se- 
cond ordre aux points mi le plan tangent est parallèle aux 
sections circulaires. En effet, tous les plans parallèles dé- 
’ terminent, dans une pareille surface, des sections sembla- . 
Ides. II en résulte que l’indicatrice, qui en général n’est’ 
semblable qu’aux sections faites' parallèlement an plan 


-. t 

• ' 4 . 


’y. '* • Digitlzed.br Googk 



* “ . - CI.NQC AK'TÉ-CiWQUIÈME LEÇOIÏ ' ‘ 223 " 

4 ' » V * . ’ • 

tangent à une distance infiniment petite, sera, dans les 
surfaces du second ordre, rigoureusement semblable aux. 
sections, qu’elle que soit leur distance au<plan tangent. ' 

’ Ainsi dans l’ellipsoïde » ,• • . 

■ . ^ V. »• 

X 3 Ÿ * Z 3 * 

à + + ^ ,>b>r ’-.' :: . 

* il y a quatre ombilics (font les coordonnées sont ' . 

' * * \ % » ^ * • * 

. ’ V * v V— /,*- s/b 7 — e> 


r = q* 


:c 

i/a’ — c’ 


.cas ou 1. KXFnEssion mi rayon of. courbure sf.. présente * 


sous une forme illusoire. 


71 S, La formule 


0 — X - — — 1 ' ■ » . — : — • • * 

• * «rcos’ç -+- 2s sinyeustp -J-fsin^ 

précédemment obtenuepour le rayon de courbure d’ime •. * 

- section normale faisant avec le plan des xz un angle ©, - . ~ 
dépend des valeurs des.dérivécs partielles du second ordre 
au point consjdéré de la surface. Nous avons tacitement 
admis que /', # et / avaient, en ce point, des valeurs défer-, 
minées et indépendantes de l’angle y. Mais ces fonctions ; » ' 

se présentent quelquefois sous l'ume des formes ^ ou. — » .' ... 

quand#, ®t ^ deviennent milles. Pour éviter l’indétej’ 1 - v ; 

• * ' *••»*«*_ *. * 

rmnation, on posera • t 

: ;■/=> tan g?I . ; 

a relation qui convient à tous les points de la section noiv . * . 

male considérée, puis, après avoir porté celte : -valeur 
/de j', dans les expressions de./ - ,- ,t, /, on fera îc== o-. 

* Soit, par exemple, l'équation - ■ 

? v; : . ■* v * .*■ 

f désignant une fonction quelconque. Elle représènte.une ».*. * 
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surface dont les sections normales à l’origine sont des pa- 
•- raboles ayant pour axe commun l’axe des z. Les dérivées - 1 
- \ partielles du premier ordre sont : 

* • * * *:« * - v. ’ * m .'+ * ' . '* * 




/ * 


\ ! » • X 7 , * 

. t . - ... * ' t , 

• * Y, ‘•Y-.Y=-/'(Yï '‘Y; v 

‘ ... - . ' ' , . 

. et les dérivées du second ordre : r 

7 : :■ 


" . \.rj x- \.v-l ■. 


• ' •* ; 


'=/"(Y 


' f 


K . : 

: ■ C »* 

■ < . * 

- y • 


-J / 


On a bien, en général, par cés formules, p== o, Ç = o » ' 

• - pour x== 0, y=o. Quant aux valeurs de r\ s , t, elles se 

présentent sous une forme indéterminée quand on laisse • * 

• • 1 »* ' ' y ‘ 

indépendants çotre'eux'; mais‘si l’on y. rcmplaco.'-’ 

*, •/ '* * ' ^ 

t J " ' ■ par tang^-, elles deviennent \ • 

/ ^ ? r= a/(fang^)— itangf/'(tang ? ) -Mang , T /"'(tang ï! ), •_ - 

-■Y . <* =/'(tang f ) — tangy/ tf '{tang ? ), 


7 =?/"(tang 7 ) 


, » • 


» ’* > 11 faut maintenant porter ’çes valeurs de r, s,. t qui*- 

comme on’ le voit, dépendent çlc cp, dans laformnle . . 

• - • » ’ . • ’ 9 ' ’ ' ** * • r . * ; « t. * ‘ 

. : ... .5. •* 


rcosff -H» 2.»sin®co.Sf -t- rsin'y' .. . - * .* 

.... ^ •' V- ' ’ '.•*'//; '7 • .*' * 

. * , On doit remarquer qu’en faisaqtVarier l’angle y, Je rayon ’ „ 
1 “ He courbure peut avoir, selon la. forme de la (bnclipn^ 
un nombre quelconque de valeurs maximums 00 mini- 
.,*> inutjis, et il y aura autanldomaxirrtums que de minimums 


• ' I 


* * V é 0 '*• 


* • 

* 4 *- 


; v.: : •; >:• . 
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puisque ces valeurs doivent se succéder alternativement 
quand on fait varier y de o à arc, et que la sectiou nor- 
male revient à sa position primitive. 

TANGENTES CONJUGUÉES. 

716. Soit MM' une courbe quelconque située sur une 
surface : imaginons les plans tangents menés par les points 

M etM'. Si le second point se rap- 
proche indéfiniment du premier, 
l’intersection des deux plans va- 
riera de position et deviendra à 
la limite une certaine tangente 
à la surface passant par le point 
M. Cette droite limite et la tan- 
gente MT à la courbe MN sont dites tangentes conjuguées. 

Prenons pour origine le point M, pour plans des zx et 
des zy les plans des sections principales correspondant à 
ce point et le plan tangent pour plan des xy. On aura au 
point M, x ~ o, y — o, Z ~o, puis p — o, q — o, s — o. 
L’équation dn plan tangent en M'fa:', y\ z') est 

Z— J=p'(X-x')+q'(Y-/), 

p' et q' désignant les valeurs de p et de q relatives au 
point M\ D’après la formule de Maclaurin, on a 

a' — px ' 4- y/’ + “ i r - c '’ + tisx'jr' 4- ty'*) 4- .... - 

On aura donc, en négligeant des infiniment petits du 
troisième ordre, 

î' = 1 (/•*'» 4- O'”)- 

On trouvera de même 

p' — rx', q' = ty'. .. >- v 

Par suite, les équations des plans tangenls-menés 

II. édition. l5 y 


Fig. 126. 

I* 
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points M et M' seront 

Z — Oj 

rx'(X — x') 4- ty(Y-y) 4- («'•+ ry») - Z = o. 

Ces deux équations représentent l'intersection des deux 
plans tangents. Or, si l’on porte dans la seconde la valeur 
Z = o, on aura, en réduisant, 

rx'X 4- tf Y — - (rx'* 4- ty’>) = o. 

Posons J 1 — mx'; m étant le coefficient angulaire de la 
projection de la droite MM', qui, à la limite, se confond 
avec la tangente MT. L’équation précédente devient 

rX 4 - tmY — — sél r 4 - //«’) — o, 

2 

et quand le point M' se réunit au point M, on a o et 
rX 4- tm Y — o, 

équation de la tangente conjuguée définie plus haut. On 
•voit que si m / désigne son coefficient angulaire, on a 

m , __ 1 

tm 

’ ' , r 

ou mm = — r - • 

Telle est la relation qui doit exister entre les coeffi- 
cieaits angulaires de deux tangentes conjuguées, quand on 
prend pour axes la normale et les intersections du plan 
tangent avec les plans principaux. 

717. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à 
< leux diamètres conjugués de l'indicatrice. 

En effet, si 



est l’équation de l’indicatrice, on a, entre les coefficients 
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angulaires de deux diamètres conjugués, la relation 


aay 


On a d’ailleurs (702) 
par conséquent, 


A 5 


r t 


A 1 r 

Tïlftl = = 

a 1 t 


1 


Ce qui démontre le tliéorème annoncé. Comme d’ailleurs 
les rayons de courbure sont proportionnels aux carrés des 
diamètres de l’indicatrice, il résulte d'une propriété bien 
connue des sections coniques que la somme algébrique 
des rajons de courbure correspondant à deux tangentes 
conjuguées est constante. 


Note (p. aai). — Le cercle osculateur de la courbe OM'C 
au point O est la limite vers laquelle tend un cercle tan- 
gent à OT au point O et passant par M', lorsque ce der- 
nier point vient se réunir au point O. Le rayon de ce 


cercle est 


OM ' 5 
a 00' 


on a donc < 


P =r lini . 


OM'’ 

ïôô 7 ' 


Mais le rapport de OM' à O'M' ayant l’unité pour limite, 
on pourra remplacer OM' par O'M', et l’on aura 



O'M' 1 ■ 
ù = lira . — j 


r .200' • • . . 

ou bien 

O'M'’ 

• . 

P_ 200'’ 


puisque, la courbe OM'C étant une parabole, le rapport 


O'M' 

est constant. 

2W • 

i5. 
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EXERCICES. 

/ » 

1 . Trouver sur la surface de l* ellipsoïde 

x 1 r* ,3* 

/ 

fe /«■« «fey points qui ont des indicatrices semblables (lieu des cour- 
bures semblables ) . 

Solution. E et F étant les axes de l’une des indicatrices, si l'on 
pose + le lieu demandé sera l’intersection de l’ellipsoïde 
par la surface dont l’équation est 

«W.X» (f = (er+ é 3 + c 3 -x 3 - r 3 - *•)». 

*; * ^ * 4 

2. Les rayons de courbure principaux de l’ellipsoïde sont donnés 
par l’équation 


p 3 — (a’-t-i’-f-c’ — 


P 


3 /; 3 r 3 


où /> désigne la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre 
sur lo plan tangent au point (x,/, *). 

3. Pour la surface — m l , on a 


■ il* 1 +1* + »')£'+- 
P 


1 - nf 
P * 


4. On sait que des droites normales à une surface sont aussi 
normales à une infinité d’autres surfaces, dont chacune est à une 
distance constante h de la première, de sorte que deux quelconques 
interceptent sur toutes les normales une longueur constante. Ces 
surfaces ont les mêmes plans des sections principales pour tous les 
points où elles rencontrent une même normale. Les courbes indi- 
catrices des surfaces pour ces poinfs sont des coniques homofocales 
ayant leurs axes parallèles, de sorte que la ligne des foyers est con- 
stante de grandeur et de direction. 
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CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 

A 

Lignes do courbure. — Propriétés des lignes do courbure. — Centres do 
courbure des sections principales. — Rayons de courbure principaux. 
— Applications. 


LIGNES DE COURBUhE. 

718. Soient S une surface rapportée à trois axes rec- 
tangulaires quelconques, M (JV.7, z), un point de la sur- 
face, et MN la normale en ce 
point. Si M'(x', y 1 , z') est un 
second point de la surface, voi-, 
sin de M, la normale M'N- ne 
rencontrera pas la première 
ndrmale MN, à moins qu’il n’y 
ait entre les coordonnées de 
ces deux points une certaine 
relation que nous allons cher- 
cher. 

La normale MN a pour équations 
(t) X — x -+-j) (Z — z) = o, 

( 2 ) y -y + q {Z^ z) = o. f 

Si p' et (f désignent les valeurs de p et de q relatives au 
point M', la normale l^L'jy aura pour équations 

(3) l X-*' + /(Z-s') = o, 

( 4 ) . .Y-/ + 7 '(Z-*') = o. 

En éliminant X entre les équations (i) et (3), on a 

' . 7 _ V — x 4-//a'i — />z 

P’ ~ P 


Fig 127.- 



7 


/ 
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L’élimination de Y entre les équations (a) el.(4) donne 

-_ y— y + q'z'— qi 
* fï — H , 

On a donc l’équation de condition 

x' — x -4 - p' z' — pz y — y -+■ q' z' — rjt 


■ (5) 


P— P <1—<1 

Cette équation et celle de la surface 

( 6 ) *'=/(*'. y) 

représentent une courbe MM' située sur la surface et pas- 
sant par le point M. Toutes les normales à la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront.rencon- 
trèf la normale MN. 

719. Concevons maintenant que le point M' se rappro- 
che de plus en plus du point M : la droite MM' deviendra 
la tangente, et les différences x' — x, y' — y, z' — z , 
p'— r />, q' — q devront être remplacées par les différen- 
tielles dx, dy , dz, dp , dq. De même p' z' — pz = d(pz ), 
q' z ' — qz — d [qz). On aura done, à la limite, 
dr -f- prit - 4 - zrip ' dy -4- qriz -f- zdq 


ou simplement 

(7) 

Mais on. a 


dp 


riq 


donc 


rix -f- pdz dy if- qdz 

dp ... dq 

dz z=>pdx -h qriy, 
dp = nlx -)- srijr, 
dq — triy + srix j 


l-’rp* +)><] 


dy 

dx 


PT+{ «-+-?’) 


rix 


r + 4 

ou bien 

(8) j[(-+7’)^-^](|)‘ 


s + ‘-x 


>£ 

dx , 


+ fi , + 7 ’)/• — ,(r-4-/^)r] 
+ [l> 7 r— (i -4- /»’) x] = q. 
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Cette équation donne deux valeurs de Elle indique 


deux directions suivant lesquelles il faut passer du point M 
à un second, point infiniment voisin, sur la surface, 
pour que la normale en ce point rencontre la normale au 

point M. Prenons l’une des valeurs de ^ et la valeur 

dz . * 

correspondante de Soit M' le point correspondant. 

On passera de même du point M' à un troisième point M", 
et ainsi de suite. On aura donc une ligne . . ., 

telle, que toute normale à la surface menée par un de ses 
points rencontrera la normale infiniment voisine. La se- 

conde valeur de aurait donné une autre ligne jouissant 

de la même propriété. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d’une 
surface pour lesquels les normales infiniment voisines 
se rencontrent consécutivement. L’analyse précédente 
montre qu’en chaque point d’une surface il passe deux 
l'g ncs de courbure représentées par l’équation différen- 
tielle (8) et par l’équation de la surface. En éliminant z , 
on aura l’équation de la projection de la ligne de cour*- 
bure sur le plan des XJ. L’intégration donnera deux 
équations contenant deux constantes arbitraires qu’on 
déterminera en faisant passer la ligne par un point donné 
de la surface. 


PROPRIÉTÉS DES LIGNES DE COURBURE. 

720. Prenons la normale MN pour axe des z : p et q 
sont nuis et l’équation (8) devient 



Le produit des racines de cette équation est égal à — i ; 
donc les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 

Si maintenant on prend les plans- principaux pour 
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plan des zx et des i;, on a i = o. L’équation (9) a une 
racine nulle et l’autre infinie : donc les deux lignes de 
courbure ont pour tangentes l’axe des x et l'axe des y , 
c’est-à-dire les tangentes aux sections principales. Les 
deux séries de lignes de courbure se coupent donc à angle 
droit sur la surface et la partagent en rectangles infini- 
ment petits. 

Si l’on avait à la fois s = o, r = t, les deux valeurs de 

- r - seraient indéterminées. Il v aurait une infinité de 
dx J 

lignes de courbure passant par le point M, autour duquel 
toutes les courbures seraient égales : ce serait donc un 
ombilic. Ge caractère peut servir à trouver les ombilics 
d’une surface, car si l'on exprime que l’équation (8) donne 

pour ^ une infinité de valeurs, on aura les deux condi- 

lions déjà trouvées (706) 


1 1 -» --y 3 


PI 


721 . Soient O un point de la surface, Oz la normale, 
OA et OB les deux lignes de courbure, O# et Oy leurs 
tangentes. Si O' et O" sont deux points infiniment voisins 
du point O sur les lignes OA et OB, on sait que les nor- 
males O'K et 0"L rencontreront O z : soient K et L les 
Fig. ia8. points d’intersection. Je dis que 

OK et OL sont précisément les 
rayons de courbure, au point O, 
des sections principales zOx, 
zOy. En effet, puisque Ox est 
tangente à la courbe OA, le point 
•O' infiniment voisin du point O 
sur OA peut être cousidéré 
comme appartenapt.au plan 
z Or. Donc la droite O'K qui est normale à la courbe OA, 
comme l’étant à la surface, déterminera, par sa rencontre 
avec la normale Qz* le centre de' combina: de là section 



D by Google 


Cl.NqUANTE-SlXlÈME LE«,:ON. 233 

principale située dans le plan zOx. On ferait voir de la 
même manière que OL est le rayon de courbure de la 
section principale faite par le plan -zOj . „ 

722. C’est ce qu’il est facile de vérifier par le calcul. 
Soient 

- ( X — *.+■/>( Z — *) = o, 

(,) j y-Jr + 7 (Z-») = o; 

( X-*'-h/>'(Z-V) = o, 

M 1 T — v'-t-i/'fZ — z') = o, 

les équations de deux normales. Si le point (.r, y, z) 
coïncide avec l’origine et que le point ( x' , y ', 2 ') soit 
infiniment voisin, les équations ( 1 ) se réduisent à 

X = o, Y=o, * * 

et les deux autres donnent, au point commun, 

— dx-\-dp[t- — dz ) = — dx'+Zrdx = 0, 

— dy -f- dq (s — dz ) = — dy 4 - Itdy ---- 0, 

ou bien 

dx(Zr — 1 ) = o, 
dy{Zt — 1 ) = o. 

O 11 ne peut pas supposer dx et dy milles à la fois, mais 
on peut satisfaire à ces deux équations, soit en posant 


dx = o, Z= -, 


dy — o, Z = — • 


( 3 ) 

ou bien 

( 4 ) • 

Dans le premier cas, puisque dx — o, la -tangente coïn- 
cide avec l’axe des_y, et Z = est le rayon de courbure 
principal. Même conclusion à tirer du second système. 

7^3. il faut bien se garder de croire que les points de 
rencontre dc3 normales soient les centres des cercles oscil- 
lateurs des lignes de coutbuçe, car ces normales se 
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coupent consécutivement et sont tangentes à nne même 
courbe, propriété qui n’appartient jamais aux normales 
menées par les centres de courbure d’une courbe gauche. 
Et même les lignes de courbure peuvent être planes sans 
que leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des 
sections principales. Il faut pour cela que leurs plans 
osculateurs soient normaux et que, par conséquent, les 
lignes de courbure soient les lignes de plus courte dis- 
tance sur la surface ( 61 e Leçon). Par exemple, dans les 
surfaces de révolution, les lignes de courbure sont les 
méridiens et les parallèles. Les méridiens sont des sec- 
tions principales, parce que leurs plans osculateurs sont 
normaux à la surface. Les parallèles sont des lignes de 
.courbure planes sans être des sections principales. 

CALCUL DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX EN UN 
POINT QUELCONQUE d’vN'E SURFACE. 

72i. Le théorème démontré (722) permet de calculer 
les courbures principales en un point d’une surface, l’oêi- 
gine étant quelconque. 

La normale menée au - point M de la surface a pour 


Si M'est un poifit voisih, pris sur la ligne de courbure, 
la normale correspondante rencontrera la première nor- 
male en un point dont le Z sera donné par l’une des deux 
équations 


équations 

(0 


X — x -f- p (Z — z) = 0; 
X— y + — z) = o 


Z 





tty 


(3) 


Z - 



y 
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* • *»• ($Y 

En éliminant entre ces deux équations, on aura 

I (H— x’) (Z — z)* 

+ i 4 '/>’ + î' = o. 

Çette équation donncdeux valeurs de Z — z , et, par suite, 
de Z, qui correspondent aux centres de courbure des deux 
sections principales. Appelons p l’un des rayons de cour- 
bure, on aura • • 

P = ~ *)’-+- ( Y — J J’ -+: (Z — *)’. 

valeur qui se réduit, en vertu des équations (i), à 

. p = (Z — a) / 1 +/'’+ q', • ’ , ' - \ 

„ , .-p 

d ou Z — z = ■ - - ■ • 

. v 1 •+- p 1 ■+• y’ 

Si l’on substitue cette valeur de Z — z dans l'équation (4)» 
on aura, en réduisant et ordonnant, 

l (nr-A’)p’ • ’ , . 

(5) | — [(« +p’)( + (i +<? i ) r — ip*!* ] v/ • + 7 3 P 

( -+- (!-!-/>’ + q 7 )'— o, 

d’où l’on déduira les valeurs des doux rayons de courbure 
principaux. 

72 o. Les normales d’une surface, menées par les diffe- 
rents points d’une ligne de courbure, forment une surface 
développable, puisque deux normales consécutives se ren- 
contrent. Pour avoir l’équation de cette surface, il faut 
éliminer x,j r , z entre l’équation de la surface proposée, 
les équations d’une normale (i) et l’équation (8) du 
u° 719 qui exprime que le point (a?, y , z ) est sur la ligne 
de courbure. - , 

On obtiendra le lieu des centres de courbure de toutes 
les sections principales d’une surface 

F .r, *) = o, 
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en éliminant x, y, z entre cette équation, celles de la 
normale et l’équation (4) où Z se rapporte au point de 
concours, de deux normales infiniment voisines. Cette 
surface se composerait de deux’jnappes, puisque chaque 
normale contient deux centres de courbure. 


APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AU PARABOLOÏDE 
ELLIPTIQUE. • 

720. Équation différentielle des lignes de courbure. 
— Soit 


(0 



«•> *>o, 


l’équation d’un, paraboloïde elliptique. On a, dans cet 
exemple, 

, . x r i • • i 

( 2 y p~-, ? = T » r=-, s = o, l—j- 

' a b a • b 

L’équation générale (719) 

(i -4 - p 2 )dx pqdy ( l + 7’) ’iy -+- pqd r 


■ rdx -j- frf.r 


stl.v 4- tcljr 


devient 

ou, en ordonnant, 

ày' / 1 i x« y' \ dy xy _ 

a b* dx J \b a ri* b. ab 2 J dx a" b ’ 

et, en multipliant par 

t , .y' dy* h _ £ . y 1 A j_ y (l y 

ab ’ x 2 djf‘ l b a a 2 b ab?) x\ x dx 


(3) 


td b x 2 


c’est l'équation différentielle des lignes ale courbure du 
paraboloïde elliptique,, 
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Intégration de l'équation (3). — Si t ou fait x’ = v, 
y' = u y cette équation devient 

.. r / du \ * 

(4) 


ab ’ 


d» 


1 /i i v u Xdu n 

a~^~ a 1 b ab‘ ) dv a 7 b 

Comme u et ^ n’entrent qu’à la première puissance, 
on peut y satisfaire en substituant à u une fonction 
linéaire de f. Posons _ ■ 

, „ ^ du 

. a i= « + e , d ou — = c. 

dv 

En substituant dans l'équation (4), les termes qui multi- 
plient v se détruisent et il reste 


d’où 


/i l c’ \ r’ 

\i a ab* J a 1 b ’ 


, _ «à (a '■ — b)c 


La constante c reste donc arbitraire, et comme l’intégrale 
ne doit en renfermer qu’une, il en résulte que u — cv-jt-c' 
ou 

ab(a — b)e 


(5) 


y 7 = ex 7 -+- 


est l’intégrale générale de l’équation (3). En faisant varier 
c, on aura les projections sur le plan des xy de toutes 
les lignes de courbure. Ces projections sont des ellipses 
si l’on a c<^o, des hyperboles quand c est ^>o. Elles 
ont toutes leur centre à l’origine. 

Détermination de la constante c. — Si l’on veut avoir 
les lignes de courbure qui passent par un point (x',y', z') 
de la surface, on déterminera c par l’équation 

ab (a — b)c 
y ’ 7 == ex' 7 -t j- -, 


OU 


(6) - ax' 7 c 7 -+-\bx' 7 — ay' 7 -+■ ab (fl — b)]c— by' 7 = o. 

Qn en tire deux valeurs de c réelles eide signes contraires, 
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puisque a et b sont de même signe. Ces deux racines 
étant désignées par met — n, les projections des lignes 
de courbure seront représentées par les équations 


(7) 

( 8 ) 


y 2 = mx 2 -4- 


ab (a — b) m 


ab[a — b)n 

y 2 = — nx 2 H » 

-an — b 


La première courbe est une hyperbole, la seconde une 
ellipse. 

Discussion. — La constante m peut varier de o à l’in r 
fini, mais n doit être plus grande que ~ et ne peut va- 
rier que de - à l’infini. En effet, l’équation (8) étant 


mise sous la forme 


y 1 + nx' 


ab[a — b) ri 

an — b 


le second membre doit être positif : donc, puisque a est 
> b , il Laut que l’on ait an — i>ooun^>^ 

Examinons maintenant les hyperboles représentées par 
l’équation (y). À cause de l'hypothèse a^>b, toutes ont 
leur axe réel dirigé suivant l’axe desjy. La valeur dù demi- 
axe transverse est 




ab [a — b) m 


b am 


ou bien 


V 


‘ab (a — 6 )_, 


b 

a H 

m 


Si m varie de o à l’infini, cet axe augpienie de o à 
^b (a — b). En mettant l’équation (y) sous la forme " 


y 1 ab(a — b) 

— =*+ -r— -» 

m b -+- am 
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ou voit que pour m — co elle se réduit ài = o, L’hy- 
perbole se confond alors avec l’axe des y ou plutôt avec 
la portion de l’axe des y qui commence à une distance de 
l'origine égale à ± \Jb ( a — b). 

Les ellipses représentées par l’équation (8) ont leurs 
axes dirigés suivant l’axe des x et l’axe des y. 

Les demi-axes ont pour expressions 




. Le premier, dirigé suivant l’axe des x , diminue donc 
del’inüni à oquandn augmente de - à l’infini. L’autre 

V. U 

demi-axe diminue de l’infini jusqu’à \Jb (a — b). Donc 
tout point situé sur l’axe desj - et à une distance de l'ori- 
gine plus grande que ^b‘(a — b) sera le sommet d’une 
de ces ellipses. Pour n = oo l’ellipse se réduit à J’axe 
des jq comme le montre l’équation ( 8) mise sous la forme 

y* , ab(a — b) 

— = — i" 2 H — ■ : 

n - an — b 


cela résulte encore de ce que l’autre axe se réduit alors 
à o. 

Si x'=o, une des valeurs de c est infinie et l’autre est 
positive ou négative suivant quej^ est inférieur ou supé- 
rieur à \/ô(fl — b). Les projections des lignes de cour- 
bure sont alors l’axe des ^ et des hyperboles ou des ellipses, 
selon que^y' est plus grand ou plus petit que \Jb ( a — ôj. 

Si^'= o, une des valeurs de c est ntille et l’autre tou- 
jours négative. Dans ce cas, les lignés de courbure ont 
pour projections l’axè des x et des ellipses. 


* 
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EXERCICES. 


1. Trouver les lignes (le courbure de l’ellipsoïde. 


Solution. Soit 


x 


zl 

a * P + 


-2 ■ 



l'ellipsoïde donné, «>£><•. Les projections des lignes de courbure 
sur le plan des xy sont, pour l’un des systèmes, des ellipses 

x 1 ' y* 

~j~ ÿj t ) 

X et Y étant les coordonnées d’un point de l'hyperbole 

V. _ 

<r -*- c* a , — c * . . . 

et, pour le second système, des hyperboles, ' • ' 

x’ y* ' 

r ■ ' X , ~¥ 3 = î \ ' 

dont les demi-axes sont les coordonnées d’un point de l’ellipse 
P (P -P) _ b* [«'-b') 

A * ,.ï /l 1 — „2 „2 


Sur le plan du grand axe et du petit axe les projections des deux 
systèmes de lignes do courbure sont des ellipses. 

2. Lorsque trois surfaces se coupent orthogonalement, l’intersec- 
tion de deux quelconques d’entre elles est une ligne de courbure 
de -l’une et de l’autre. 

3. Lorsque deux surfaces se coupent suivant une ligne de cour- 
bure commune à l’une et à l’autre, elles se coupent sous le même 
angle en tous les points de cette ligne. 
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CINQUANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. — CALCUL INVERSE 
S " DES DIFFÉRENCES. 

Notions préliminaires. Différence n teme tlu premier termo d’une suite 
ert fonction des termes dè cette suite. — Terme général d’une suite en 
fonction du premier et de ses différences successives, — Différcnces*4es 
fonctions 1 entières. — Différences de quelques fonctions fractionnaires 
ou transcendantes. — Théorèmes généraux. — Intégration de quelques 
fonctions. ". .. 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES. ‘ ' 

727. Lq but général duealcul différentiel est de cher- - 
cher les limites des rapports des accroissements simultanés ’ 
de plusieurs quantités variables, ce que l’on peut faire 
sans, considérer les valeurs numériques dq. ces accroisse- 
ments. Dans le calcul aux différences finies , on s’occupe 
au'contraire de cés Valeurs numériques et l’an cherche à 
eil déterminer la- loi. . , . • 

- ( "Soient ■ *.*’. . < ■ 

ll§j U t . ff ?9 . t . r u n , , • , 

* . • . . * ■ A . v * v ‘ „ 

une saite de valeurs successives que reçoit une quantité 
variable. Si l’on retranche chacune de ces valeurs de celle 
qni la suit, on obtient ce qu’on appelle les différences 
premières de ces valeurs, et on les représente par 

, * ’ Au,, • A«, Au,, ... , A , 
en sorte que l’on a ' • 

«i — : «, x=;Ab., u, ~ u, = Au, , . . . , «„+, — u„ = Au„, . . . . ■ 

. * * v 

En opérânl de la même, manière sur la suite des dîffë- * 

rences premières, on obtient une suite de différences 

deuxièmes , quVm représente- par 

‘ \ ’ ’/ , 

, A’u,, A?u,, A 

* * * • • ■ ’ • ^ 

On a donc, par. définition, * 

* \ * . . 

'buc-jrjk A« a -r- Aif, =£-A 2 tt,,' V*/ • 

II. '2*'êditioft\. ‘ • * , . i% ', ’ l(y 1 * 
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On formera deJa même manière des différences troi- 
sièmes, quatrièmes , etc. 

Par exemple, la suite des carrés des nombres entiers 
i, 4, 9, 16, 25,..., 

a pour différences premières 

3, 5, 7 > 9’ • • • i ■ . v 

et pour différences secondes ’ , . 

2, 2, 2,...; . 

*le* différences troisièmes, et par suite les différences 
d’un ordre supérieur, sont milles..- * 

Dans cet exemple, toutes les différences secondes sQnt 
égales à a. Si l’on admet ,1a généralité de cette loi, on 
pourra prolonger indéfiniment la suite des différences 
premières, et, par leur moyen, celle des nombres carrés., 

— ^ •* ■ e »... 

728. Le calcul des différences est fondé sur quelques 
principes analogues à ceux qui forment la base du calcul 
différentiel, • 

• -T 

En premier lieu, u, y, z étant des quantités variables, 

on a * . . . ' 

(i) A( « + <• — i) =. &a ■+■ &i> — az, 

c’est-à-direque la différence d'une somme est égale à la 

somme algébrique des différences de ses parties. En effet, 

• * % 

A ( it -t- v — z) — z,) — ’(« t(- v — z) 

= («i — *)+'(<’, — I’)— 1 fz, — z) 

= AM-t-Ai» — As. 

La différence d’une constante est nulle. Donc, 

O^Jf ' , ï(« + «) = A u. • - - * 

Un q encore * 

^ (3) * A au =z a bu } . \ * 

car = — a'u~a(u x — u) z=zaAu, 

• • *•.*’* v ' f i '\ 
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729. Proposons-nous de trouver l’expression de A n u 
en fonction.de u, u„. On a d’abord 

• An = u, — u, 

An, = u, — u,. 

Mais .. A j « = AK| — Ah: '» • • 

donc ' A ’« = «, — au, H- «. 

A’u, doit être composé avec comme A 5 u avec 

w,, n,, h. On a donc ‘ . . • . 

et en retranchant A* u de A* i/„, *. . : . 

A 5 « =; Kj t— 3 «) 4- 3 u, — «.• - " 

» , . J . » • 

On trouvera de la mè^ne manière 

A,ij = h 4 — 4«j-I-6hj— 4“*+ “> 
çl ainsi de suite. On voit que les coefficients numériques 

* - qui entrent dans l’exprfcssiôn des différences A’u, A *«, 

A k u, sont les coefficients des puissances deuxième, troi- 
sième, quatrième du binôme, d’où l’on conclut, en géné- 
ralisant, • • , * 

, , , ■ n{n — -i) 

(1) A"H c= «. — 4 w„_, — . . .IÇ u, -, 

~ • | N > J , *À- t < 4 

* - * * t * 

Ou, sous une forme symbolique, 

. * . • ■ . , , A" H = (h — l }(">, * • 

égalité qui tiendra lieu de la précédente, pourvu qu 'après 
avoir développé lo second membre par la formule du bi- 
iiôme ; oh remplace u°, u 1 , u *, . . . , par u,'u t , un . 

Pour démontrer la généralité de Cette loi, posons 

( 2 ) 4"« = a n — Àv, + Bh„_, — GH„_ 3 -t-- • ±.«. 

* Ou aura également . . 

(3 J A-h, == h„ +1 -.Am,, 4- Bk„A, — Ch„_, 4-'. f'±«, , 
et, eu retranchant A‘h de A 


A-+ 1 u == A 

». 4<- B 

Un-, C 

1 ) 4- • 

• • 4- “• 


* - . . — 1 

4- A 

- —B 

i \ 

% , 

'* 

' • 

a 



l6. 


*. • •* • 

» 


c- 

» 

f 

- 

r • .* 


1 


9 

• . 
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Or si r, A, B, C,. . sont lçs coefficients dp t (|*4-i)" on 
sait que i, i + A, A-t-B, B-hÇ,'.%., seront les coefficients 
d e (x-ï-i)"*'. De là résulte que si la formule (i) est vraie 
pour l'indice ri, elle Test’ encore pour J’indice n-f*- 1 , ce 

qui démontre sa généralité. • , . . 

. • '#*' . ' « • 

730. Autrement, supposons la loi démontrée pour l’in-» 

dice ri et posons . 

* * , ♦ - . • . ’• • • 

on aura . à" “i = 

Donc . A" +, « = N Kw^i — ^ KW|,>' ' . • 

'• ' . ' • \ 

. • ' 

ou, sous une forme symbolique, ^ J. . 

, '• ''' • • f ' ■ •\ ; 

•• A“+'a=y Ku^k^-ïJ. In- 

* f L * ' 

Il pésulte de là . ; ' *. 

•••’. ' . . ' . -d , »> 

* ; a"+'h t='Çu — t) Y KuP = (u —+);(« — I Y"U - • 

• * % 

ct,^par conséquent . . • ‘ n" 

A " +1 u— (» — . 

EXPRESSION DU TERME GÉnéRAL d’uHE 9UIÏE EN FONtTtOT» 
DD PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES SÜCCESSIVES. 

731. On a, par définition, , , ‘ 

* • '• . • * • 
u , = H 4- 4a,. V 

*- » ** . ** ■ \ ‘ s * 
H, = B,4 - A« i, 

Au, — AK 4- A’b. ' 

^ , • * -» • • , ■ 

En ajoutant ces éqtta lions membre à merobrfe»,ou a, 

u, = u 4- aAa-j- A s a. - . r 

* 

On aurait de même .■ ..*•• 


Fjr ' 


Ah, = A « + 2A s l^4- A 3 h, 


v •* 
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d’où, eu ajoutant ces deux équations, 

» .flj = M 4- 3 A» -i- 3 A S W -+- A 4 K , « * ' • .. . 

et ainsi de suite. On est ainsi conduit par induction à là 
formule 


(I) 


n f « — i) 

: « 4- A A « 4- A 5 u 

1.2 / 


4-. . .4- A"«, 


ou' à la formule symbolique 

u n — (i-t- A)Wit, • ‘ . • 

dont l’exactitude se démontrerait par ïé mode de l'aisé n- 
nement employé aüx n os 729 et 730. 4 ; .. 

DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIÈRES. 

*. • • • ■ ' . ■ t '\‘ -, • •• 

732. Supposons maintenant que u soit une fonction.éa- 

tière de ,r.du degré m, et que û if u ,, w,,..., représentent 
les valeurs successives que prend cette fontion, quand on: 
donne à x une suite d’accroissements égaux représentés, 
par h. Soit. _ 4 - . . « 

* •’ u p= kx m 4- Bx"— 1 + C*"- J 4- ... 4- Kx 4- L. 

i 

On aura , ‘ 

i« = A[(i4 A)™ — + B[tx4- A} M_1 — ’ 4 

+ C[(x4-/<)-’ — ar— ’] + . ,.4-KA. •’ ■ 4 . 

En développant et ordonnant par rapport à x t on aura 
un résultat de la forme 4 4 * ‘ - - > - 

4 « == /hAA*— f -t-B'**-’ 4- C'.*"- 1 4- • . .4- K'. • 

'* . J . • ’ » 4 

Le premier terme est du (m — i)""" degré et sop coeffi- 
cient se forme en multipliant le coefficient $u premier, 
terme de’ «par l’exposant de ce terme et par A,. 

. En opérant dé la même manière sur la différepee pre- 
mière, on aura _ - 

• \ — — i) AA ! ar—»4- B"*"- 3 4-. . .. -4- V, ' 

on trouvera de même 

“ * . . •« • * ‘ * 

A* « =• m-( m — «) (« — 2 ) A h 3 x m ~‘ 4- B" x" 1- ' 4- . , , 4 H", 
et ainsi de suite. 
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Le degré de chaque différence va en diminuaUt d’une 
unité, d’où l’on conclut que la m §era constante et se 
réduira au premiei? terme, dont la loi .est connue. .On 
aura donc • 

a ,,, u = i -2.3. . . mAA*. . 

Ainsi les différences d'une fonction entière du 

m iimt degré sont constantes, lorsque la variable croît par 
degrés égaux. Les différences suivantes sont donc nulics. 

733. Soit u=x"‘. Alors 

A m « = î . 2 . 3. ... mh m \ 

u, = (xH- A)”, *i ==(*-+- a A)",. . 

Si l’on substitué ces valeurs dans la formule 

.(ï) A" a = u„ — /*<„_■, -h n —^— — Ü -t-. . ! ,v (729) : 

1 . ?. 

' v • ' ♦ P 

• ■ « • t «.»• * . , ♦ • 

on aura, si n = m, 

(1.2.3... mh’‘ = (x -+- mh ) m '• - -, 

\ — m[x [m — i) A^*f+-':,.dzx m . « 

Faisant x = o, h= i, « ; ’ • . v ' 


(?) 


( i .- 2 '. 3. . m ’“' — m [m 1 )" 1 

(3) s - — . . 


I .2 


(m — 2 )" — ...±m. 


Si l’on suppose nf>m, aloVs oti a A”u=o, et la for- 
mule (i), en faisant encore x = o, h = i, donne 

* • . • y ^ . • 

*//\ / Tl [fl " 1 ) î 

•> (t[) o = n m — n[n — i)" -) ? (* 7-* 2)" — ... 

- 

734. Soit */ ; 

V ■. 

« = x(x A) (x -+- 2//) . . .[x -f? (n — tJAJ,. 
on aura • * • - • . 

( 5 ) Am = (x-+- A) (x -+- 2A). . .[x ■+■ (n — i)h]nh, * 

( 6 ) A»« = {*-ï-aA).;.tx-f-(«- ? j)A](« — ï) 7 é. ■ ■ 

'■ -.;1 * 

La loi de formation est évidente. . '* 
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DIFFÉRENCES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTIONNAIRES OU 
TRANSCENDANTES. ^ ' 

735. En supposant toujours que la variable croit par 
degrés égaux, on a 


Au : 


4 ! b = 


it(i + i){j+ 2 A). . .[x-h(«— ^i)Aj’ 
— nh 

x (x -H A)(x 4- 2 A). ( x nh) 

n (n 4- I ) A* 


x'(x ■+■ 'h) . .{x H*- nh) [x -H (« 4- i) h ] 
e,t ainsi de suite. 

•. ‘ \ " * • * , , » 

• 0 * s ■ \ 

«2.° , \ •’ ■■ . 

A u = a x (a A — l)‘, . * • • 

A’u = a* [a h — i )% 

et, en général, 

• t .*: A"» = a x (a* — l)\ , f ' 


■ 4- - * 


3 ° «•= sin(a.r ■+• b), "• r 

. Ab =sin(«x-+ t dA 4 -'^) — sin (ax -f- A),' * 

' A sin (ax 4 - A ) =x 2 sin ^ aA cos |fli ^ ~ j • > 

" • . ». *’* ‘ - * 

On trouverait de même- 

Acos (ax 4 - A) = — 2 sin - aAsin (ax ■+■ b ■+■ — • 

. • - '* . .i ' , . 

On trouvera ensuite 

A J sin (ax +- A) c= 2 sin - aA .Acos |«x + i + — , 

et, à cause de la seconde formule, . • ■ • 

• • ' » 

» % 

' A’siivfax 4 - A) => — 4 siii’ — sin (ax - 4 -' A 4 - aA); i 

- • - • 2 i 

I* » , » * ». 

et ainsi de suite. , * 


, **.- 
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CALCUL INVERSE DES DIFFÉBENCF.S. — . DÉFINITIONS ET ‘ 

NOTATIONS. 

« * 

73(3. Le calcul inverse des différences a pour objet de 
déterminer une fonction quand on connaît sa différence 
fiçie, ou lorsqu’on a une relation entre cette fonction, 
quelques-unes de ses différences- et- la variable indépen- 
dante^ Mais nous nous bornerons au premier -cas. 

Suit x la variable indépendante dont 'l'accroissement . 
A .T est supposé constant et égal à fi) soit F-(x) la fonction 
inconnue et J"(x) la diftérence donnée : on doit avoir 
A-F(*) =f(x), '■ ou £ (x -h A).—' 'F {x) =/(*). 

La fonction F (or) dont la différence est J [x) se repré- ! 
sente par et se nomme l’intégrale aux différences 

finies de f(x). D’après ces notations, - les - caractéristiques 

^ el & appliquées à la même fonction Se détruisent) et 

’ . *. • * ’» * 

ou a . • 


a =/(*)• 

737. ' Dans la calcul iutégral ordinaire, quand on a ob- 
tenu une intégrale particulière d.’une différentielle donnée, 
on ajoute à cette première solution UDe constante arbi- 
traire pour former l’intégrale'générale. 'Dans le éalcul in- 
tégral aux différence linies, ce n’est pas une constante 
arbitraire qu’il faut ajouter à une intégrale particulière. 

• mais la fonction la plus générale dont la différence est 
nulle. Ainsi ^ (x) étant une fonction dont la différence . 
est f(x), il faudra que l’on ait • * * 

F(*) = T(*) + w ( -r )t » 

u (x) devant satisfaire à l’équation .* 

' A nr (x) ç±= a (x -+- fl) — (x) — O. ^ f 
La valeurde la fonction ta (x) est complètement arbitraire 
quand x varie-depuis une valeur 'quelconque a-juàqu’à la 
valeur a -{-h. Pour les valeurs de -Xi qui île sont pas . 
comprises dans cet intervalle, rr (x) sera déterminée par 


es 
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la condition de reprendre la même valeur quand a; aug- 
mente de h. Ou la nomme pour cette raison une fonction 
périodique. 

Cette fonction peut être représentée par une courbe. 
Prenons sur l’axe Ox des intervalles AA',’ A' A", 
À" A'*,. . égaux à A; puis élevons les perpendiculaire 
> f * ' égales AB, A'B'j A" B",. 

Traçons à volonté l’arc 
BMB-', et soit BB , B"B'":;. 
une ligne composée .d’un 
nombre . indéfini d’arcs 
égaux à BÎVIB'. L’ordonnée 
de celle courbe aura la mèrpe valeur pour des valeurs de x 
don t la différence est A et représen tera la fonction cherchée. 

On aurait une fonction jouissant de la propriété "eh 
question; si' l’on' prenait ■ ‘ ‘ 

• v ■■».'». , - . / . ïnx 2nx\ 

. * - cos ~ / r ' 

T désignant line fonction tout à fait arbitraire. * 

THÉORÈMES Sun LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES FINIES. 

/ » * *'*■ «, ’ • ** f * . ' _ +■ V . 

r 1 ’ 

738. Dans lé calcul intégra 4 / f[ x ) dx représente la • 

; • J a. - . *' 

‘somme des vàleurs de la différentielle f[x)dx quand x 
varie de a à b. L’intégrale aux différences jouit d’une 
propriété aüaloçUe.' • 

-Soit ’F (x) une fonction dont la différence finie est 
J’(x). On a, quel que soit X, * . 

aF(x) .ou ’ F(x -|- h ) — F (x) =-_/’(x). 

Appelons x 0 , x s ,. . x„ des valeurs de x croissant , 
par intervalles constants et. égaux à h. On aura 
- F(*,)-F(x a )=/(x.), 

F (x,) — Ffxij =r/(x,), 
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a5o . 
d’où 

(t) - F(.ar„) F^x 0 ) =f(x t ) x,_,), - 

ce qu’il fallait démontrer. ••* , • * 

Notons encore, comme exemple de l’analogie des deux 
calculs, les formules •• \ 

( 2 -) ■; ■ 2 (“-+-*—*)— y z, . 

(3) •. . . 2 û «=. a 2“’ " . 

conséquences évidentes des formules (i) et (3*) 'du n° 728. 

* -T intégration de quelques fonctions. 

739. On a trôuvé (735, ^°) • ’ 

- 4 . n* — a* — 1 1 ), . , • 

d’où, en désignant par C une fonction périodique (737), 

Si l’on donne à x les valeurs o, i , a, . . . , n — • i , on> a 
h = |, et fen appliquant la formule (i), on aura 


. i + o-f (! J + .. + a "- 1 — . 


a" — i 


a — i q — i a _ i * 

.formule qui doime là sommé des termes d’uiie.progrcssion 
géométrique.* •* .'«. . .. . - - 

740. On a trouvé (735, 3°) ♦ • 

* j /* ‘ 1 

A sin ( qx -(- b ) = 2 sin - ah cos ( ax -f-' (- b V : ' 

2 A 3- '• / 

changeons x en x , il vient . , 

' ' a. . • v . * 

Asin ^ax — * ~ -f- bj == a sin ~ahcos (a-r-f: b), - 


d’où 


2 c °s(<i 


b): 


■ ( ah A 

sml<u; — (-il 

= -h C. 


a Sin -xih 
T . 
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En faisan; X = o,;i, 2 ,..., n — 1 , on aura 
cos A 4 ~cos(a -+- b) 4- cos (2 a 4 - b) 4- . • • 4- co»{(» — - 1 ) a 4- b 1 

• m-{ (" - ;) axf ~ *~| sin ( b ~ \ ) 


2 Sin - a 
■ 2 


c’est->à-d,ire * \ . ’ * . 

cos b 4- cqs ( a •+■ b \ 4 - cos ( 2 a - 4 ; b) -+- . . ■ 4 - co4^(a 1) a-t- A] 

’ ' . na ( n — 1 A 
sm — • cos I 1 — a 4- 0 I 

a \ 2 t, ' 


sin - -a 
2 


* ■ * H , • 

On trouverait de la même manière 

sin b -f sin(a4 J - b}+ sin (?a 4- b) 4- . . .-t*- sin[(* — i) a 4- AJ- 

- . . ‘ . na . ( n- — 1 . A . 

sin — sm I — > — : 04 - 0 
, " 2 \ 2 - / . 


Sm —a 
2 


741. En intégrant la formule ( 1 ) du n° 734 r et rem- 
plaçant x par x — h , et n par n -f- 1 . , on a 

| .,[x 4r(/» — 1)*] • • 

^ ' j (x — h) x(x 4- h). . .[x-h[n — i)h] - 

• ^ 'r- ■;(» + «)* ; l ‘ ; _ • 

On tire de la seconde formule du n° 735 en y changeant 
n en n — 1 ; • ‘ 


(*). 


2ï 


(«4- h ), . .[x 4- (« -r- 1 ) AJ 


’ (n — 1 ) h X x (x 4 - A) (x 4- 2 A) . . .[f 4- (w-r- 2) h) 

En changeant x 'en m 4 - h, dans la formule (. 1 ), puis 
'faisant h = 1 , on aura 

(}.2. 3 . ■ .n 4- 2 . 3 . 4 - • in4-i)4-3. 4 - 5 . -..^« 4 - 2 ) 4 -... 
4 - m (m 4- 1) («1 4 - 2). . . (m 4- «■*— 1) 
m (rn 4- 1 ) [m 4- 2) . . ,■ { ht 4- n\ 

. n 4-1 •- 


,4-C. 


C 3 ) 





r v 


\; 

k 

r -•* 

L : 

. 4 

\ ' 
r *' 

? ►* 

L.if. i 


•c» 


f • 

K . , 

r|k 

L.“ 
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Ici la couslanle est nulle parce que le premier membre 
est nul pour m — o. . ' - 

Par exemple, si n = 3, on -a 

r ! , . é ' ’ 

• i .î. 3 + 2.Ï-4 + 34*'5 4-,V'+ 'm(w +'i).(»R 
, : . ' * ' 

, + (i/H-2)(iw + 3). . 

’ i * 

’ À ' * * ’ ^ | 

On tirera de même de la formule ( ¥)■• x 


>ï("l -+-tJ.*.(/w-|-/î — ij 


' ' . [ i . 1 1 ~ ' ' • 

14) '•’•••- *;X-W+.) + ;" _ 

/ -/ — 1 r 1 ■ T' * 

1 n — i Li.2.3...(«— i) (m.-J-i).. .pw-+- n — h) J " 

Par exemple, on a, pour n = 3, • 


1 . 2.3 2 . 3 . 4 ^ 34.5 

* . - i .1 1 . 


4-. . v-f 


*(» + ')i'» + 4) . 


4 2 (w H— 1 ) (/» + 2)’ 

• **/f •• . T f’u ‘ • „ • 1 • ^ . 

pour « = 2, ' , . 


1 ' „ 1 »-. ■ 

— - “P — 0 ■+* v • • 4~ ‘ . . • ' • ■ . 
| .2 2.3 . - m-(m -f» 1 ) 

'1 




m + 1* 


.. - • • • .... • • - ' 

■ f* Il est facile de vérifier ce dernier résultat, car le premier 

» membre peut se mettre sous la forme 





et la somme de ces termes est évidemment égale à . 
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SUITE DU CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. - FORMULES 
D'INTERPOLATION. 


■> l 

i 


J 


Intégration 'des fonctions entières; — Évaluation des sommes par les 
intégrales ordinaires et des intégrales par les sommes. — Formule de 
Newton, Formule do Lagrange. — Approximation des qnadratnres. . 


i 


'4 


-f • « * 


t 

\ % 


■ , ( * • • * , f 

intégration des fonctions entières. ■ , • 

% * 

742. L’intégrale d iln polynôme du /»'*"' degré 

/.{x)= Ai" 1 4- B.c™ - ' -H , 

devint ôtre un polynôme du degré rà-fi, posons 

• • . -' v . „ :: 

./"(j?) — A» jc^*' -+■ 'B^x m -+■ C ' 1 -t— ... . f 


•aji 


. 1 
1 


•. i 


À', B', C', .' , désignant des coefficients inconnus: a 7 
On doit avoir . • - 


v *î* 


À ri 


, „ . Y/*»' y. .■ 

A'f(x.Hr A^ 1 .— *"] + ./. . 

ou bien' -’ •' ... ^ 

[m -4- i ) m 


\m -f-i) A' A 


x" + 


A'A* 

ï .2 •-. / 


B'/nA 


• / 

»r 




(/" : +l) w (*i i) A' A 3 


--F 


t .^.3 

w ( w -0n; 


B' A 1 


a a- « 

. / . 


» - 


‘* 1.2 

' H-(w — i)C'A 

. » » t . 7 ........ * . t 1 

= *• • ‘ , ■ 

! -v, N 

En égalant les- coefficients des mèmès puissances de x ■ n 


* * 


Ja* 4 k 


X J 
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dans les deux membres, on aura 

• » . • ‘ • V _ 

A' — • 7 ~ — T'“T7 ’ -B'=i^T— -A, 

( m -f - 1 ) h ma 2 

C i «AA , 

G == ; rr B ~t 5 

' ( m — l) A _ 2. . . • 12 > • * . 

. / * 

et ainsi de.suitc. • ' ■> , 

Pour trouver il suffit dé faire A ==i, B = o, 

G == o, etc. , et l’on a , • 


A' = 


/ n ; «• 

i— : — - — — i B = : ) Tj = — » • • « 1 

(m-t-i)A -2 . <» 


d’où 


I «’ II 1 

2 y» —t— — -4- -t—»- mhjf n ~ t "y? 

( /?! — f- i ) h *2 1 2 *. *. * * 

On voit que le premier terme est egaP à l’intégrale de 
xf'dx divisée par h et que le coefficient du second est 

-égal à * , „■ . . 

° 2 ' . - • 

• * • *.* ; • • r»« * 

743. On peut trouver x ‘ n et P luà généralement 
« * 

2 /(*) P ar là série 116 Taylor. On a - T- - . - 

; . . '/(x^7/)— /(>) / 

OU ‘ "(*)-+■ ~ /"(f)"! -1 • •» ' 'V ' 

ce développement se termine de lui-même quand f\x) 
êst une fonction entière de a\ : 

Si l’on intègre les deux membres, on-a ‘ , 

et, si l’on pose f(x)=x’" +l , - 

* - I • 

x”+'=i.Çm 4-i) A^x M -t-(m -t- «)'» — ^ 




i -H l) m\m— l) 


.2,3 




, « 
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Pour déduire de là il faut faire successivement 

m — o, i, a, 3,...; on aura, C désignant une fonction 
périodique (737), ' • . 

V^m:. : , 

• . X* X . „ 

Z_, x — ~î -H -C , 

. X-t ih a. ‘ ■ - 


2 x 2 i ■ h . 

? = tk-J?+6*+ £ ,' 

2 .x 4 i , h j. 

* = TT->* + Z* +C ' 


2 x J i A 
5Â — â X + 3 


3 ^' 55 * +< r. 


La formule générale (738) ' V 

■. /(*) +/(*,') 4- 1 : ' +/(**-,) = F(X.) - F (x.) . 

permet de déduire de l’intégrale Sx'" la somme des puis- 
sances des nombres i, a, 3, , . . , n. 

Si L’on fait h == i , et qu’on donne à x les valeurs o, i, 
a, 3, ... , «, ce qui change 2x m en 2x*-+- x m , on aura 

s.=i.. + i.=ÿi±i>, 

j . # , a a ; a % . 2 . 

c _ 1 , 1 , 1 _ _ «(* + I)(a* -Kl) 

o» = -5 « •+- - B -+- 7> n — * •» 

3 4 ’ . p v ,1.2.3.-. 

1 1 . 1 . » J In -+-• 1 V* • ■ ' ' * 

S a — + 7” — — — 7 — ; 5 

4 2 4 4 • ••-* 

1 ’ 1 , 1 1 ,r 

Si= £/i s -+- - n* -H -n 3 — — «. 

- 5 2.3 3 o . . 


On remarquera que la somme des cubes des n premiers 
nombres est le carré de la somme de ces nombres. 
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SOMMATION DES PILES .DE BOULEtSlJ*^^^* 

, . ■ •' f '2. )\' r 

744. Considérons d’abord une pile à base triangulaire. 

Soit n le nombre des boulets contenus sur un côté de la 
base, la base contiendra un nombre de boulets égal à 

’ « t" * v 2 .. .* 

' Pour avoir lo nombre total N dès boulets, il faut faire 
Successivement ».=£ i, a, 3, etc., ce qui donnera les bou- 
lets contenus dans les diverses tranches à partir du som- 
met. Le nombre cherché est donc égal à 

i.2 2.3 3-4 * n(n + rV 

1 H --K-. H- - - -- - > • 

2 2 2 2 . - 
. * *•.*'* + • * 
ou, d’après la. formule (*3) duti°741,. ' 

t.\ • - _«(«'-+- 1) [»'■ 4- -a) . 

r . , 

*- Si la base de la pile est un carré dont chaque côté ren- 
ferme n boulets, le nombre des boulets de cette tranche 
sera «S . La' somme de toutes lés tranchés sera. donc 
' ' ’ . l + 2 1 +3’+. ..+ BV . ' '„* • *• 

• etTôn aura (743)’ -, *• . ' 

(a / * ‘ 

* • 

•Soit enfin une pile rectangulaire. Appelons « le nom- 
bre des .boulets contenus dans le petit côté de la base et 
a -f - 1 le nombre des boulets .qui forment la rangée supé- 
rieure de là pile. Par l’une des eitrémitésde cette rangée, 
concevons un plan parallèle au plan du triangle équi- 
latéral qui aboutit à l’autre extrémité. La pile se trouve 
alors partagée en une pile à base carrée et un prisme 
dont l’arète la plus élevée contient a boulets. Donc, sf 
l’on, nomme N le nombre des boulets de la pile, on aura 

,-p! __ «'(a+a){2” 4- 0 ( ^(q+ i) ,. 

; . ' T ■ ’6 ' 2 . ’ ' " ’ 
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* , - ‘ * * * .* # 

ou . \ . - . ' * ' 

(3) + ■•:• • . 

or a 4-i est le nombre des boylets de ï’arète supérieure ‘ 
et n-ha le nombre des boulet? d’un côté de la base : t . “ 
donc le nombre des boulets d’une pile rectangulaire est » , . 

égal au nombre des boulets contenus dans l’une des 
faces triangulaires , multiplié par le tiers de la somme 
des nombres de boulets contenus dans les côtés parai- r . 
lèles de la pile'. , ‘ " , • ... 

Il existe -yne analogie évidente entre la formule (3) . 
et celle qui donné le volume d’un prisme tronqué. v *•' • 

évaluation des sommes par les intégrales ordinaire? 

* • ' • . 

* ' ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. . • 

. S * / * . ; . . ‘ . 

745 . Soit , , > 


ou 


f w * J ft*y d:r - ■, * . /. . 

■A*)'- 


dx. , - ■ « .. • . 1 ‘ . 

, , , . I f f ■ . r 

On a, par la formule Taylorç * ,• . . ; . / . 

•* ‘ F(x-KA) — F(x) <• , ' • * 

• ' ’ A J A’ .* • - . ' ; r ' 

• - • v; v • ’ - 

* * ■* t v , ' . ' _ • 

Donnant, à- x lés Valeurs x a , x t ^ X, , . . ir„^, et dési- ; . 

gnant^, par X, on a* ... ... ' *’ 

' {•' . T T(^,)-F(xi)- ■ ’ >•'. :> ’’ V 

.. * =s vr4) H- (*•)*-•••»’ " ■ - 

il < 2 i I . • J ( 4 ' • 

. 'F(*,)---F(x,)V > • . •' 

=>(4f,)-t £/<*.) + • , 

»* “• ‘ ‘ ^ - . • * s ^ 

* . ****.**** tf • •• * • . * . 

F(X) — - F(x„_:.J ••• V- • * t 

— ¥■ (fr-‘ )•+ '(*»-' ) + 7X3 f ' ( **■’• ; • * : /;.** 

\ II. 3 e édition. '■ . . f , » 
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et, en ajoutant membre à membre, - • . 

/ f^) - f (*.)=/[>(*, V+/(4â) +/(*,-,')] 


(») 




. 4- — [/'(*» WV.) + •••+/'(*»-.)]■ • 


1,2 

4 -. • 


». Posons • .* • ’ - 

/ (*#) 4-/ K) 4-V {*»-()— 8/ (x), ' • 

* V /'(>,) +/f(x,) + ...+/'(x n _,.)== i S/'(x), 

* *. * p 1 

• ■ • • ; ■ 

. ’• Comme F(X) — F (x 0 ) n'est, autre Chose que l’intégrale 
, définie de f(x ) <£r, prise èntre les limites x 0 et X, l’é- 
galité (i) pourra s’ écrire <■ ■ “■ ■ ' 

* 

,(2). T /{*) d* -h • : - 

,/r 1.2 i • 4 • J • /• • - 

. -• % # % \ 

• > % ^ 

Romplaçanty’(x) succèssivepiént par jp' ( r ) (x) . . . , 
dans l'égalité (i), ori-aura ‘ 

’ ' [ / = AS/» -f- -51 8/" (x) + 


‘ h 1 


h\ 


(3). -H 

,* I /"(X)-/'(x«).= W »M- -^r 5/ lr (x) +\ ... . 

• 1.2 V • •» ■•••■' . #* 

% • * » « . t S s * J . • *■. \ % 

* . • : . . :a % . . cv. 

Multipliant les égalités (a) et (3) par i, À/i, Bft 1 , Ch 9 ,..., 
et ajoutant, il vient*' . 

* % • • .» * . £ • *•• ,*»• 

j f /(x>^^A/;t/(X)-/(x.j] + BA»t/ / (X)-/'(x,)V 

l •. • * •' .... . *• 

- , 4- Gà s [/"'(X)— /*^ x,)] 


U) ' _ 


AS/» 4- A’S/' ^ a) ■ ' • 


l'v» - 

*/ . s ‘ .. 

y : * ‘ , ' * *v . ■ - 
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f Le second membre de çette égalité se réduit à h§f(x\; 
*i l’on pose \ > ; 


A = o, 


i , , A 

-j h B = o , 

1.2.3 1.2" 

i • À • B ■ '• 

-X~S 7 â + -t- C === o, 

.2.3.4 I .2 . 3 •> 1.2 


• ' <d où l’on tire 


A =3 » 

. . 2 




de là résulte 


D= — 


-En= wo,'. . 


. ' ’ ; -A*.)]. ' ■ • . *»•* 

* ' (5> -’ f .+iz4f'w^/'U)): 4 : > 

. t- ■* • » 


• ; V *• 7*°‘ • ' . * * ■*.' 

- . .. • . ’ ' . • • s • *' ' 

formule qui sert à représenter une somme ad moyen 
d’une intégrale définie. ’ .' .. ’ 

• • s>x •c.-, 1 ; . •/;/.• 

. .7-46,'L’équation (5), résolue par rapport à ,/ f{x)dx r 
, •* • • .. ... . «/*. ' 
feradépendre la détermination d’une intégrale ordinaire • « 
de celle d’une intégrale aux différences finies. En rétri-' 1 * 
plaçant S/(x) par f {x *), + '/ (x x ) -y- f.{xi) on v 

• V -, • » ■ /* 
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* * » . - n . < *. • 


(6) { ’ • r -i- Â*[/'(X) -/>.)] • " .. ^ 

. ( . . . +.~^‘ [>' (X) 7 /*(wr.)] -+-• • • •' • ■ 

•* ‘ . \ ' « • •* 

- Le premier terme du second membre est égal à la 
somme des trapèzes inscrits, dans la courbe y=.f[x), 
et déterminés par des ordonnées équ (distantes. Quant an 
premier membre, il représente l’aire de cette courbe. 

747. La détermination des coefficients A, IJ, - C, . . 
peut se faire au moÿen d’unie fonction particulière, 
puisque leur ..valeur numérique doit- être indépendante 
. delà fonntian^(ir). Si l’on prend*' •’ , 

oti a. .' .. - ’ 

• ' r x , ■ '* ’v " • . ' • * 

<,!•••' / /(*)•& — e X — e'*; '■ ' - X 

1 > .*■ ‘ x ~ gm .. 
s/(i)= + <?•+*■ +'. . w- ' 

f 

r » • , # # , *. 

. puisque X==jr 0 V n/i. Si l’on porte les valeurs" précé- 

, , • i * 1 1 m* S • • 

•dentes dans l’équation (i), le facteur e -r-- e*’ sè trouvera 
commun 'aux deux membres, et, en le supprimant, ôn 

s • i* * * . . . > r,. 

• aura • • . . < 

• .. . , *,v' h ■ ■■•••■*' V- • • • •« 

47K .■• -j — 1 + A//-P BA*-f- Cià’"-f-.s . * . 




* 11 suffit <lonc.de développer -j — *~j suivant les puissances . 
de ü, ce qui se fera par, la formule de Maclaurin. ’ •’ 

On 4 sait déj£ que A = — in égalité ( 7 ) reyient-donc à 
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la suivante. ' • . ' • ‘ ‘ • 

■> > • • . * i - 

h . h'_ h ( e* -Kl)' 


i -|- 3 h 3 C h* -4- • »-,== 


e* — i i7~ rt ( «* — ’i ) 


ou bien 


•h ■■ 


i +B/i’-HC/i ) + DA| + . . . 


— £ tLiiî-JÏ \ 


2 A * -h 
€f’ J <? * 


Le second membre ne change pas quand h est remplacé 
par h . Donc le premier membre ne doit renfermer 
que des puissances paires de li el. l’on a ' ■* 

C == o, E = o, . . . .• . • 

FORMULES t> INTERPOLATION. - FORMULE DE, NEWTON. 

'*748. L’interpolation a pour objet de . trouver une 
fonction d’une variable, connaissant les valeurs de cette 
fonction qui correspondent à un ctfrtaitiiionjbre'de valeurS'. 
dofcnées de -la variablb. Ce problème est indéterminé 
tant qu’on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée, 

. car il revient à faire passer une courbe par .des points, 
donnés, ce-qui peut sê faire d’une infinité de manières, 
tant- qu.e là courbe n’est- pas définie. Le problème de 
l’interpolation devient délermipé quand, la forme de la 
fonction est donnée et qu’elle renferme autant dç para- 
,-ûiètres distincts qu’il y ,a de valeurs données de la fonc- 
tion, Par exemple, si l’on se donne n -+- i Valèiirs d’une 
fonction 1 entière du degré n, correpondant à»+i valeurs 
de la variable, on aura «-+- 1 équations pour déterminer 
-Jes B-f t coefficients inconnus. .• *. . • 

Nops examinerons d’abord le cas où les valeurs de la 
variable sônt équidistantes. 

Soient donc ' ‘ ? •• • 

* . • •• * j - • . 

** % ** • > •£» > J*?* i * . * ' ' s •* 

• / • - ’ » * ’• • 

"n r -valeurs équidistantes d'une variable, el 6«i \h leur 
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* ’ f . ' • • * * ’ 

, différence constante. En choisissant convenablement 

-l’origine des on pourra faire en' sorte que 

• ■ ' ■ O j «y i, ~ — Aj 2/1 j ^ j * ^>n — — 11 h • # 

» • ✓ . • , , 1 ; * , 

Soient >•' ; u», u,, a. • ■ 

. • . . ‘ * * • * 

• I * • * 

les valeurs correspondantes d’une fonction u, que nous 
;J supposerons enlière et du »**"“ degré. A l’aide dé ces 
. ' " valeurs on pourra former les différencés successives A u 0 , 

' • A’ iio , A 5 «o,- . . , A"u 0 - Mais on a (731), _ ’ 

.. m(m — ’l) '• l ’r ■ ' : ■ 

• • K, = ii, + ra4tt,H Û’ttj-t-, . . . , >■ ■ 

; y "• 1.2 ; . , 

Ce développement de ti m s’arrête de lui-mêtne au terme 
qùi contient A m u 0 , parce que les coefficients des termes 
• suivants se trouvent nuis. Ainsi on peut le prolonger 
indéfiniment. En supposant m moindre que n ou au plus 
. , . «;gal à n, b'n pent écrire ' ' . ' • • » 

1 ’• m(m — 1 ) . . •’ 

“m = m Au, H 1 â’û, . 


(«). 


irr{m — 1 ) [m — 2 ) ... .(m — n -f- i)' 

— — — *A" u 0 . 


* . , l- . 2 . 3 . . . n 

•V, ■ . ■ : *:T . * . * ■ ... - ' ■ * /.. , * v. 

, j ' Remplaçons m par fet posons 

.• *. • ‘ • " . 
L. •• ’ x •' .-xfx~ \A ’«<, • • 

- 1 “ = A‘- 


W 


Le polynôme u se réduit évidemment à u m pour x=> mh ; ’ 
par conséquent, il prchd les valeurs,- • i ' , 


r 1 


- • . . “•» . «H “î, *<«, 

* . • , t • ‘ » - . J 

lorsque x est égal à .* * • . 

. . .! O, /A, nhf\ 

et comme ce polynôme est du n 1 '""’ d.egré, il satisfait » 
toutes les conditions du problème. 

La formulera). est connpe sOus le .nom de formulé 
-dé Menton, ,1 • . * 
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• • • FORMULE DE LAGRANGE. 

. *• • * ’ • •• . . 

.. 749 . Supposons maintenant que les valeurs données 

de x, ‘ ' 

. • * ^ i > ï y • • • * ’^h y • 

s * • * r * * , • ^ 

Soient quelconques. Posons •» . ' • 1 ‘ 

(l) « = A -+- B.r -+- Cx 1 -+- . . . + G.*". '• v .' 

On a, pour déterminer les n -H i coefficients A, B, . .., G, 
lesn-fc-j conditions . 

/ «»=A •+• Bx„ 4- CxJ q-. . .-\-Gx 1 , 
u, = A -+- Bx, -+■ Cx] + . . .+ Gx?, ‘ , 

•(a) ' ‘ { u, = A -1- Bxj -f- Cx\ -4-i . . 4- Gx" . . 


“n- 




-...+ G * 1 . 


D’après le$ formules relatives aux équations du pre- 
mier degré, les expressions des inconnues A, B, C,...* G, 
contiendront w 0 , u„. . u„ au premier degré. Ên rem- 
plaçant A, B, C,..., G, par leurs valetfrs dans la fonction' . 
h, et réunissaht tous les termes qui renferment u 0 ,U|,..., 
op aura donc . • • .“ 

. - v • ' •• • _ - . •- * v * . 

*’• • <*-=?=.£,«,»■+■ P|“| ■+• . .-* 1 P.«â, •• i 

Po, P,, P,., . ... , P„, étant des fonctions de a: .et de x 0 , x t , 
x„\ . x„, Si l’on fait x = x 0 , dans la formule précé- 

dente, on doit trouver u = ««, ce qui exige-.que l’on ait 

■ .' ; * - - ■ ' ■ 

P»= i , ' Pi =t o, . Pi= o | ... j P«— o J pour x = x„ 

> ,. • 

car leS quantités u 0 . Ujj'Uij.. • - , u„, n’ont aucune dépen- 
dance entre elles; De même, on aura 

• • ■ . * ! • * . * * 

P« = o, ‘ P, = 1, p, =r o, . . . , • P„.= o, pour r =:x„ 

et ainsi d e suite» • ’ « ' •• • . . • ■ 4 

La fonction P<, devra j donc être nulle povtr x=f,, 

x = x it .«. . , x = x n , -et comme elle est du n iim ? degré, 

•• * ' 
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on peut écrire . , • . ' ' 

P,£=K(x — x.) (x — X,J *■ 

K étant un coefficient numérique. Mais P 0 doit être égal 

à l’unité pour x — x 0 , donc , - 

. ' - - > . • • 

i — K [x. x, j (x ô x,) ... (x, — x„ ) 9 1 . 

v 

d’où résulte 4 

P (x — X,) (.r — X,). ,.fx — x„) 

(x 0 X.) (x tt — — X, ) . . .(Xfl — x n ) 

On trouvera de même - , ■" * 

\ ' * ' m i . 

• p (x — x„) (x — X,). ■ ,(x — X„) 

■- * (x,— .X,) (*, (x, *«■).. ' - , 

( x — x,) (x — x.) (x — x , )...,(x — X,) 

(x 2 — X„) (x* X[ 1 (x, — Xj) . . • (x a — X B ) . 

r . , v 1 

et ainsi de suite. En portant ces valéurs dans l’expres- 
sion de u, on aura la formule d’interpolation due à La- 
grange,,. '• •• •; *: .*• 

• Jx x,1 (x — x,). : .(x — x.) 

« = •; — 1 : r-i . u, * 


(n 


(x 0 — x ij (.r, 1 — *,). . .(x,- — x„)' 
(x — x^ (x —xi).', .'(x — x„) 




(x,— ^*5*) (Xi — JC ? )i ..'.{Xi-Je») 

% * t ‘ » . i » * 

. w . . . . V x % . 

» 

(X — Xp) ^X. — X|). . .(x — x„_,) . 
(x„— x 0 ).(x B — x,). . .(x.-ijr^.,) 


■Il n’existe pas d’autre fonction du riî me degré remplis- 
sant les conditions énoncées, càr si-l’on avait encore 


u — . 


-...ij-G'x», , 

il faudrait queda différence - ‘ . 

, À' — A.' 4- (D ^ B') x -i- ,• . . J- (G — r G')^, ... ' .V 

devînt nulle pour les n + 1 valeurs x <, ^ x,, x„ x n , 
ce qui est impossible, car ùne équation du n‘- n ‘ degré 
nè peut pas admettre plus de n racines. • • 
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780. La formule de Lagrange peut se déduire de la 
décomposition, en fractions simples, d’une fraction algé>- 

brique rationnelle i dans laquelle le degré dé o (x) 

est moindre queèelûi dey(x), et dont le dénominateur a- 
toutes ses racinbs inégales. * • • 

Posons . • : 


,(x) = ir, /(■*) = (x — x„) (x — X,) 


: ■ v 

• ^ X — — ! . 


on a 


U) 


( _ T (*») . _ 

)m /'{*• ) *■ 


»(x,) 


/'(x,) X X, 

<p(x.) I 


/'(x.) (x — X„) • • 

‘ . N * 

Mais <f (x 0 J = #o et ' , .* • 

• /'(X.)=S(X. X| ) (x, — X, X , — x«). • 

, 1. 

Donc, si l’on multiplie les deux membres de l’égalité (4) 
par f{x), on -trouvera que ®(x) est la somme déplu-’ 
sieurs termes dfe la forme . • . * . 

* • (x -X, ) [x -r- x,). .. .(x — ■ XJ,) 


t * 


•• ■ (x B ^-x,') — x,): . .(x, — x„) 


U,. 


>• 


^ .FORMULES p APPROXIMATION POUR LES QUADRATURES, 

• reCtificAtioms, cubatures. * * 

*« ’ ,*,••• * • • ■ u y , * 

* 751. L’éyaluation des aires, des. longueurs, des vo- 

lumes se ramène, en dernière analyse, à la détermination 
d’une ôu de plusieurs intégrales définies relatives à une 
seule variable. Mais il est souvent impossible d’effectuer 
l'intégration indiquée, et il faut recourir à des formules 
d’approximation. ‘ \ • 

. Supposons qu’il s’agisse d’évaluer l’intégrale . 

. * • ' . * r»x \ ”... • 

, • '. f '/(*)% = s,..; 

*•/ /. *v • . 

ou Taire de la courbe y.=zf { x). . \ . ;• 
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> ' 7 . . ■ * y» 

La formule d’Euler (746) offre un piemier moyen d’ob- 
tenir une valeur approchée de cette intégrale. On peut 
aussi, à l’aide des. formules d’interpolation, remplacer 
• f(x) par une fonction entière du n Hme degré que l’on 
intégrera, ce qui revient à remplacer la courbe 
par une parabole du n iim ' degré qui an + i points com- 
muns avec elle. On peut encore prendre une suite de para- 
boles du deuxième degré, çt remplacer les parties corres- 
pondantes de l’aire cherchée par celles de ces paraboles. 
C’est cette dernière méthode que nous allons développer. 

Partageons l’intervalle X — .r 0 en un nombre pair n 
de parties égales. Par les trois points de la courbe, 
•(jc 0 , jo), (Xo+ Zi, y,), (x 0 4-2/j, j,)„ faisons passer 
une parabole du second degré dont l'axé soi.t parallèle, à 
l’axe des y, ce qui est toujours possible, "comme l’on sait. 
Désignons par z l’abscisse comptée à partir du pied de la 
première ordonnée. L’équation de la parabole sera 


g; 


r=. A -t- BV+ C* V 


et npua. aurons 


et ensuite 


y, __ A. ■, t -. 

> l ^A4-R4-t‘bA , V 

"• y, => A -t- 2 B h -t- 4Ç/r, 


’• ‘ 2/i • 


£ 


ydz =-^ (9Â'-f,3B4>-4C>') • ’ v 


" =^(-A .+ 4’A'H- a h- 2B^'+4C4>) 


par conséquent, 

' ’ t: . y ' ' : ' . . . ‘ : 

.' *• . ® ■ • * • 

■ ' >.'<* + *)■ 

% . «Av. « J , » l . 

. * , ' *>' * *. * ' ' • . • 

* « *••:*% • . ; • 

On opérera de là même manière sqr les autres parties 
de faire, ét l’on aura une valeur approchée de cette aire . 
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en faisant la somme de ces parties, savoir . .> • ' • 

. ' ' . . • ' ‘ • • • • ' ■ ' ' * - 

§.{r» 1- kn -Kr.ï-fc 3 (y * + -►/« ) • . . ■ 

-* s ' . 

+ 3 (ri 4r> + • ■ +J ( + 4 /(■•) » ;• 

cô qui revient à ‘ . ... " ■ 

Cette formule est due à Thomas Simpson. . * 
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CALCUL DES VARIATIONS. 


■ CINQUANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

O , 

VARIATION D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE. / ' ' * 

. « ' ' ' 

But du calcul des variations. — Définitions et notations.— Théorèmes sur 
’ la permutation des signes de t /, J et c. — Variation d’une intégrais 
définie j* \dx. — Cas où V ne dépend pas des limites.!— Cas où V 
• . contient deua fonctions de x. — Cas^ où V dépend des limites. 


BUT DU CALCUL DES VARIATIONS. 

732. pans les questions ordinaires de maximum et de 
minimum, On donne la forme d’une fonction d’une ou 
de plusieurs variables, et l’on cherché les valeurs par-, 
' ticulières qü’il faut attribuer à ces variables pour que la 
valeur de la fonction diminue ou augmente 'lorsqu’on mo r 
difie très-peu ces variables. Dan^s \e r c aïeul des variation'*, 

ôn considère uné intégrale définie , 

. * * ■ ‘ * * * * •* • 

V 4 *< - * m • ' * 

qui renferme sous le signe. I une variable ar, yné fonc- 

‘ * . ■ i ■ - .’ 

tion inconnue y de cette variable, et quelques-unes de 
ses dérivées, et il faut trouver pour y une fonction f^±) 
telle, que cette intégrale ait nue valeur plus grande ou 
plus petite que si l’on remplaçait f(m) par une fonction 
d’une forme tant soit peu différente. On voit eu quoi les 
nouvelles questions Se distinguent des questions ordi- 
naires. Ce n’est pas une Ou plusieurs valeurs particulières’ 


CINQUANTE-NEUVIÈME LEÇON . ' 2 6 $ 

qu’il faut déterminer’, mais la forme (l’une certaine fonc- 
lioîi inoonnue ou la valeur y en fonction de x. ,< . 

■ Q ^ *. , , 

783. Plusieurs problèmes de géométrie conduisent à 
chercher le maximum ou' le minimum d’une intégrale 
définie. En voici up exemple : Étant donnés deuot points 
Ç 'et D 4 trouver une courbe plane CMJD telle, qu'e la 
surface de révolution engendrée .par le mouvement dé 
cette courbe en tournant autour d'un axe Üx situé dans 
son plan.soit un maximum, ou un minimum. . 

« Fig. i3o. Soi 1 S la surface : en posant* 


y 


OA 




A. t T 


x 0 , OB — Xi , on aura, v - 

f r < ds ' . 

' S =27 r .y -r-dx.i 

J x - ‘ 4* , . 

Il faut donc trouver une fonc- 
tion de x,j = f(x), tellé, qpe’ 
l’intégrale précédente ait une valéur plils grande ou plus 
petite que toutes celles qu’on obtiendrait en modifiant' 
infiniment peu la iorriie de la fopetion f(x), >■ v «, 

7o4. La marchç à suivre pdur résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu fie celle qu’on a déjà siiivie dans les 
questions, ordinaires de maximum et de minimum. On 
suppose- connue la fonction cherchée ■: on la fait varier 
infiniment petf,' et l’on exprime qup la valeur de l’in- 
tégrale augmente- si cette intégrale doit être un-minimum, 
ou .diminue si eHe doit être un maximum. Mais pour 
arriver a ce.résuîtat iJL'faût trouver les accroissements ou 
variations de < y>ei des quantités qui en dépendent, quand 
0» change la fonction de x qui expriipe^. * • , 


* DÉFINITIONS pT NOTATIONS, 


7So. Soient- 

•,r V * ’ 


f équation d’une çoujbe 0MD ? et 

’ • • • . <:'• *’ >= t{*)- ' , : : *'"• ■ ■ 
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l’équation d’une autre courbe C'Niy 'qu’pu obtiendrait 
en faisant varier extrêmement peu la .fonction f(x)/Si l’on 
appelle dy l’accroissement de l’ordonnée MP quand 
/Fig. 1 3 1 - ' on passe, à la seconde- courbé. 

- - y 0 ; k l'abscisse restant la. même, On' 

• / p aura "• < ■' . : . . ' 

s .'f'* . ' • ”,#/ =^=|îP — MP, e 

v __ù^ * 0,1 9y.= #(x)'— f(x): 

P X 

Cette différence oy est cè que' 
J’on nomme la variation de l’ordonnée ou dé la fonction. 

On voit paç là que la différentielle est l'accroissement 
de l’ordpnnée quand on passe du point M à un point in-* 
.Animent voisin sur la même courbe, tandis que la varia- 
tion est l’accroissement de cette même ordonnée quand 
on passe du point ,M à un point infiniment voisin sur une 
■ courbe infiniment peu differente de la courbe donnée. 

756. Qn ramène les variations aux différentielles eti 
"regardaUtj'.commc une fonction de x et d’un paramètre 
arbitraire t. Soit ‘ . , .* • ,v '•*' *. ’ V ... 

. j .. .- ■ ' • . ; ,*•*• . *•* .. , 

et supposons que cf (x, t) devienne f(x) pour unê cer- 
taine v Sieur de t , et que pour,une valeur peu différente 
i-f-df, cette fonction devienne vf (x). En appelant o> 
l' accroissement infiniment, petit de f, lorsque t reçoit 
l’accroisseqient dé, onaurà 

ykik ’-V 

* 4 - . t •’ •* , • /. • 

Si ail cohlraire-t reste Constants On à’ v 

. ■- - ; ’ '« . , ' . . ■' 
i dy —a dx. • 

*’ i ox ^ % ** . * * # 

Ainsi 6y et dy sont les différentielles d’une même 
quantité; mjis dy est la différentielle de y considérée 
. coquine fonction dé t, x rèstant -ht même; tandis que dy 
est 1^ différentielle de r considérée comme-fonction de x, 

t ne changeant pas. , ' ... . . 

• n f ■ t 
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757. Il est souvent nécessaire de faire varier à la fois 
x et j*, quand on passé de la courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On représente alors- par Sx et pardj- 
les accroissements, d’ailleurs arbitraires, de ces deux 
variables. On peut, sans établir de liaison entre ces ac- 
croissements, Regarder x et y comme des fonctions d’une 
variable indépendante u, et d’un certain paramètre t. : soit, 

> = ?(“.')> jr = 'K«> *)• ’ v* 

On supposera ensuite que pour une valeur particulière 
de t, par exemple t==o, y devienne une certaine fonc- 
tiOii de x,-f(x)-et que x. devienne une fonction quel- 
conque de u, /(n). On aurait donc 

?(«, o) =/(«), + (“. o)=f[/(u)].' 

. • * 

En faisant ensuite varier t d’une manière continue, à 
partir de o, la forme de la fonction de x, Représentée 
parjy, changera insensiblement.. ' j . 

Pour avoir les variations de x et d ej, on multiplierai 
par St les dériyées de ®(u, t) et de t) par xapporl 

à t, et l’on aura • . . j ■* • ; - • 


: -4" 


au lieu que, si laissant à t une valeur constante on faisait 
varier u, on aurait 

-^U 


* 

de 


dx = -%du, djr 

• ■ , du du 

758. Lorsque x et ^prennent les accroissements Sx 
et toute fonction U, qui dépend de x, de.y, et d’une 
ou .de plusieurs dérivées dej^ par rapport à x , prend un 
accroissement correspondant AU. On appelle variation 
de .0 la partie de AU qui he> dépend <jue des premières 
puissancés des variations Sx et ây. 

Or, d’après la formule de Taylor, on a 


_ _ d II dV . , 
AU =-— Sx -t- —— S y 
dx dy 


! i [V’U . rf’U „ , d»U , T 


/ ' ; I 


t ’ 


1 «s 

/a 


.* - J 




•V . 


>4 

"fl 




1 

I 




JJ 

. Si 


. 

. 1 


:• a 

i 
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On aura donc 
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' dl] ' rfU, 
JU = — — cîa:-H--— iy. 
• dx . dy 


Si l’on considère x et y comme des fonctions d’une va- 
riable indépendante u et d’un paramètre t, on aura 

* i « # * < . . 


dt % 

désignant la dérivée, par rapport à de U considérée 

. Al 

comme fonction dé x. 7 , -f-» —t — »•••? et ces dernières 
■ - 5 ^ dx dx 

quantités comme des fonctions de t. 

759. On appelle variation seconde d’une fonction U 
la variation de dU : on lâ désigne par cî* U. La variation 
de cette dernière est appelée variation troisième de U et 
se désigne par d 8 Ü, et ainsi de suite. 


THÉORÈMES SUR LA PERMUTATION DES SIGNES 

> . *• 

• * . d ET S, 


ï, J' ET di • 


760. La variation de la différentielle d.' une fonction 
de. % est. égale à la différentielle dè ta variation. 

En effet, on a (758). . 

’ • * R . * A * ’ * • . 


d — 

S.dV = - r y^-duât, 

dt «■ 

\ 4Ü 


d.S U = . 


dt 


dU 


du <î t. 


Donc , 


■' * - à.rfII=rrf.,ÎU,' • 

- r .• 

• • , t * i ■ • 

fie qu’il fallait démontrer. *'-•/ 


i ’ i 
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7€l . Ou- conclut de là 

*»■?•*• ' . I î « 

S.d'IJ =zd>'su, ' . 


27.5 


puisque • . 

" 8.d‘W^Sd'.dV = d.SdU = d.d.3U, : 

* * * * 

4 ' ^ I I , • • ^ 

et généralement . 

’ ’ .i»rf , ü = rf , i-ü. -• 

762 v On peut aussi intervertir l'ordre des sigAes --o 

«/. 

En ellèt, soit ' • ' ’ ' 

U =i T ' y dx- r . *. . 

« » / « 

£ * y~ 

soient u„ et u, les valeurs de la variable indépendante il 
qui correspondent aux limites x 0 et x t : on aura * 

’r^=T\iv' . 

J*, «4; du . ’ • • • • . 

• • , *.••* * ,* *, • 

Supposons maintenant que t se change en t qn 

aura j ' « -, v . * ' •» 

‘SlT—sf'y^du. 

' K àa - .. . . . 

Puisque les limites ii 0 et u t sont indépendantes de la 
variable t, à laquelle se rapportent les difl’érentiations 
indiquées par la caractéristique 5, on peut dillerentier 

soiis le 1 signe J ' et l’on aura 

« • ^ 

mais h ne variant pas avec t, on a 

3(Vdr) '• ' 


3 V 


r±\ ^ 

</aJ . 


t/a . 


, t • ’■ • • » * 

et si l’on opère l'intégration par rapport à x, il vien 1 
II* a« édition . • l8 


■ a?4 
dra 

{ * ** 

ou bien 
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• ' . s C- * fc ' r 

ÔU = ■ 3(Vdx) K 

y *i " /• *> 

' 3 I . Vdx='l • *(VrfÀ), # 

■ «/x, , .'•/jr, , . / 


'•ce qu’il fallait démontrer. • 

• * * « . 

VARIATION' d’une INTÉGRALE DÉFINIE.' CAS OU LA FONC- 
TION SOUS LE SIGNE f NE DÉFEND PAS DES LIMITES. • . ' 

. • . - î V 

. 763.* Proposons-nous de trouver la variation de l’in- 
tégralé définie 

: • , . . " * '• r*> 

V= I ™.r, 

. 

' * ï- ' I 

• . . f * • * 

où V désigne une fonction quelconque de x, de y et d’un_ _ 
certain nombre de dérivées de y prises par rapport à‘x. 

, Pour simplifier, nous supposerons que. le nombre de cés 
dérivées se réduise à deux :• soit . . 


V =/<*,>, />, '/), P = 7 


— xt 

dx^ 


. J 


in. 

dx 

dx 


D’après le théorème démontré (762)^ on a d’abord 

co ' ' 

Mais 


3U= I 3( \dai). 
r . / 


S.\d* = SV.dx ±V..3dx = SV.dx + V.dSx. . 

* • * * ’• I - • 

Or on a en général -* • . 

; J VdSx ==\ Sx — J SxdV, 

Donc, si dx) 0 ct : (V Jx)i désignent les valeurs de V dx 
■qui correspondent à x=x 9 et à.x = x t , et si l’on pose. 
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, pour abréger, ■■ 


2^5 


ou aura 

(2) 


f ‘ y<i3x = (v$xy,— f Sxd\] 

• •• ... '■ 

, .« ' • ’ 

Substituant cette Valeur dans l’équation (, 1 )• qui revient à 

• « .• » 

• 5.U == f ' [SVflx + \dSx), .. 

_• „ 

.-il en résultera . ' • .* 

. * -* m ’ . . • • . ^ ; * •• * • 

• • ■ r*< 

(3) 3U =(Vi.r)lrh j- (tVdx-JxdV). 

J*. 

Par cette première transformation, la fonction V n’êntrfe • 
plus sous le signe J que par sa variation et par sâ diffé- 

' ’ .rentielle. ’ ’’ • . 

.. • • ' * • ' . * * 1 

. , 764. Posons maintenant' ' . J 


dX’dV d\ dV 

l4) M=— , ?~~y. Q =^-~ ; 

dx .. dy , dp , ; zAy . . 


•. ou a 


, d\.=ï Mdx -h Hd) + Pd/j -y> Qd</, 4 ‘ 

■ *)V = M ’j x -f- P S p -f- . 

• ' • 

Portant ces 'valeurs. dans l’équation (3) cl j'einplaçaiu* 

P 

r, il viéift , 

au=(va.r).; ■ 


dy dp dn . ' 


{S) 


j ■+■ f ■ [!*(£/— pâ^+P(#/>-r-7^)-t-Q(a7 — rfa)]dx. ’ ‘ 


r t # 1 I 

On voit que la fonction V n’entré plus sous le signe d’in- * ' * ■> '' 
,,'tégration. V ' ' ’ , 

76o. Pour simplifier encore cette expression, posons 

(6) • ‘ ' * w == Y '• V 

• •• v V ' \ô.- ' ' - ‘ 

- •*. * - : •••:. • 


» 

* 
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coors d’akalySe. ■/ , 

w représentant- la différence des ordonnées .qui corres- , 
pondent, dans les deux courbes (755), à l’abscisse x'-\- $x : 


on aura 


ou 


du-xxdSy — pdSx — dpüx, 

* * „ , - * 1 
\ '”**'.* 

*• du = $,dyy- pd$x dpiïx. 

• • • • * • . / 

Mais, à cause de ^ = pr/a:, on a 

•. * » . « • . 

=2pàdx -+- àpdx .= pdox -f- Spdx, 

. j ' « * . 

' du—Spdx — dpSx, 


du * 

— — op — qSx. 
dx », • ** 


donc 

9. 

• ‘ •* 4 

d'où , , 

On trouvera de la même manière 

’ • * * ’ . $ 

(8) ' ’ ~cE? ^ rSp. ‘ \ , 

/ * . * ' % '• ' * • * 

L'équation (5) prend donc la forme 

v » * . • , 

, * * . * •. * • 
(6,)' s J\dx.=,(y ?');+ jf^* 

* 766. On peut encore simplifier le second membre de 

cette équation et faire sortir du signe J' les' dérivées de la « 

fonction arbitraire «. On a, en intégrant par parties, 

• * * , » ‘ . 

./* du ,/ „ V rfp 

, *• . J P -j-r dx — P u — I M — rf*. 

De même, en intégrant deux fois par parties, 

/ d’u . „ t/u . d(ï r rf 2 0 • 

Q -77— tir = Q — u -r h f &> — — tir. ■ 

” *£r’ tir tir J dx * 
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(. t . * , 

Substituant ces valeurs dans l’équation (9), on aura 

. • 1 . , 

' * • y/P. (f’O 

formule dans laquelle ^ j sont les dérivées, de P et de 

'Q, par rapport à x, en considérant y, p, q comme liées 
- à J?, au moyen de l’éqyâtion inconnue = f (x).. 

En posant, pour ^bréger,, • ' . . 


(it) 

f = JV«ï*-h ^ 

p -f) 

w - 1 — 

(12) 

R = N 

. • dP 

r/’Q 

dx 

dx- 


• • " * ,* ' t 

la formule (io) pourra s’écrire plus simplement 

* * ' - '• 4 


• r x ' » * r x ’ • t, 

: S J Vc/X~T + J £«<&, 


ou bion 


s f- Veto— r-+* f (IU/ — K.pSx)dx, 

■ : . *Ar. . 

puisque l’on a. 'ù = $y — ptix: . ~ 

767 . On. peut mettre T sous une autre forme, en rem- 
plaçant w et ^ par les valeurs 
• * ’* w = Sjr piix, ’ 

dot . . 

' • ■ dï ^ . . 

■ÿf vieilt alors • ' ' 


» 
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CAS 00 LA FONCTION V RENFERME DEUX FONCTIONS DE X. 

’ •• ' 

'768. S’il entrait dans V une'aütre fonction z contenant 
x et quelques-unes de ses dérivées, on obtiendrait la varia- 

; y Y x ' ■ V ; : ’ • ; %. 

lion de I \ rlx par . un calcul analogue au précédent. 


Soit i 


g». 

• * ' , ! 

d 2 y 

~d7' x * 

on aura * . 

* • 

1 . • • ■ * 
• r '* * 

A*, 

o f Vi/x — r'-rt- 

'/•• (K 

Jr, 

Âr» 

eu posant ( . 

’ ' f,Z — 

'd-z 

dx^ P \ 

. dx 2 

• • , - : rfv. y ' dv. 

... <h ^ ; djy 

— P', 


•dx- dx 1 


H 


w 'xxSz—'p’Sx^ i 
dx <lx‘ 


Quant à la partie désignée par F', ou l’obtiendrait eu 
ajoutant à T les termes qtii résultent du changemept des 
quantités P, Q, p , , en I v , Q 7 , dans l’expres- 

sibn (u) du n° 706. . ’ * • . • „ 


• CAS on LA FONCTION V DÉPEND UES LIMITES DE 
* , *■ ’ » 

- . L. INTÉGRATION, • 

. ■ > * 

709. Revenons au .cas où la fonction V ne contient, 
qu’uno seule fonction d.e x , mais supposons maintenant 
qu elle dépende des limites x c et x, de l’intégration. H 
faut, dans rc cas, ajouter à la variation de l’intégrale les 
fermés qui proviennent de la variation de ce$ limites. 
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d\ ’ 


dV 

S y, -+- 


Sx 0 

<1*0 

~fr 

dy. 

dp» 

d\ . 


d\ 


dV 

— êx t 

dXy 

-h 

dy. 

S'y, 4- 

dp, 

âx,,, à 

^0? 

. . . 


fy 


stantes dans l'intégration relative à x\ on peut écrire sous 
la forme suivante ’ , ... 

, r J ' ds , „ r*>dv. • r x <d\ J 

Jx a dx, *J Xt dy, J X ' dx, 

les termes qu’il faudrait ajouter "à F. Les intégrales 

' r x, dv . r-dv , . , . 

I —dx, • I —dx,'.!., 11e contiennent plus rien 

J*. dx ° - Jx; d y> ' • 

qui dépende des variations. '. > • 

On • compléterait de la même manière la valeur de 

O.f V dx, si V contenait deux fonctions, je, z, avec les. 

dérivées eje ces fonctions, et leurs valeurs aux limites. 
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SOIXANTIÈME LEÇON. 

O 

SUITE DE LA VARIATÎON D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 
APPLICATIONS. • 


Autre Moyen d’obtenir la variation d’une, intégrale définie. — Maximum 
et minimum d’une intégrale définie. — Conditions relativesaux limites. 
— Cas où la fonction Y contient deux fonction^ de, x. — Ligne la plus 
, 'courte entre deux points, — d’un point à une courbe,. — cptre deux 
courbés. , . . 


AUTRE MOYEN d’OBTENIR LA VARIATION D-AJNE INTÉGRALE 

• • * • , . • • • _ T 

DÉFINIE, . • ; 

770. Les calculs pa’r lesquels nous venons d’évaluer 
la variation d’unu intégrale définie peuvent être modifiés 
dans les applications. 

' On a obtenu la formule (762) * 


J '(' x i r x > ■ 

[ V dx = / 3{\dx). : ■ 

*. 


Aptes avoir remplacé dans V, qui est une fonctioit de x; y, 

. d d.± 

p et < 7 , ces deux dernières quantités par 1 on 

prendra la variation de \ dx «n considérant x, y, dx , 

dy, d — cpmm,e des fonctions du paramètre t. Le résultat 

contiendra, sous forme linéaire, les .variations Sx, Sy 
et Sdx, Sdy , . . . , ou les différentielles dôx, dSy 
Comme on doit ensuite intégrer, par rapport à x, on fera 

sortir du signe ^ 1 au moyen de l’intégration par par- 
ties, les différentielles dés variations Sx, Sy, de sorte 
qu’il ne restera, sous le signe, que ces- variations multi- 
pliées par des quantités qui en sont indépendantes. Le 
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résultat sera de la forme 

X X, /»*.• 

Vrfx = r-t- i ,(H^x + K3 x)dx, ; : - 

H et K étant des fonctions connues de x, y et des déri- 
vées de y, mais ne eouteuant pas les variations de ces 
variables. Si l’oa compare ce résultat avec celui qu’on a 
trouvé plus haut (766) ) \ 

(I) S f '■Vdx = r-t- Ç \jL3y — KpSx) dx, - . • , ’ 

* % * 

on en conclut que T-et K doivent être les mêmes dans 
lés deux expressions, et l’on a identiquement 
H = — K». 

' ■» , > . 1 ■ . 

774- Le calcul qüi a donné l’équation (I) n’a servi qu'à ’ 

"mettre eh évidence cette relation. Dans les applications, 
on suivra la marche qui nous a conduit à la relation (11), " 
sans passer par l’intermédiaire de la quantité auxiliaire w 
et sans recourir aux formules générales (766). • 

Si l'on ne faisait varier que^, on aurait dji== o et 

X, • > • f* J", , 

o I Vder=T'A- I K Sydx, • ; 

T J se déduisant de F, par la suppression des termes qui 
renferment dx 0 et 3x{. ■ ‘ 

• Si l’on, faisait varier x seulement, on aurait , 

J r x , r x , 

I Ydx — I " -H 1 H $xdx 

x . ■ «Ar, • • . 

— r"— Ç ‘'vLpSxdx, 

“ x o 

J * . . 

T" étant ce que devient T quand on y fait oy 0 -^= ’o, 

— o. , . . ■ ' ’ 

r i » * 

772. Los mêmes remarques s’appliquent au cas où il.*', 
entre dans la (bnefion V une autre, fonction z de X avec 
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ses dérivées p' et q 1 . On arriverait à une équation telle 

que , . • . 

V- ’/»*.. p x i v - , 

' 3 j f Vdx — r-j-il (H Sx ■+• K'3z)dx. 

Jx 0 Jx, : 

iVIais la marche suivie pour trouver la 'relation (II) don- 
nerait encore . • 

^ j/**i p 1 , ' '• •• 

3 J \dx=T^~ J [K(-S^' — */>Sx) K'(Sz — p'3xy\dx, 

• # * ■ ' * ‘ * '• . . * 

et ce? valeurs doivent- être identique?.- Il faut donc que. 
l’6q ait . . • ’ 

; • ’ h==— (Kp + Ky), 


• . , 

MAXIMUM ET MINIMUM D UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 

' 773. Proposons-nous maintenant de déterminer la va-, 

leur de y en fonction de x qui rendra l’intégrale 


^i: 


\dx 


un maximum ou un minimum. Pour fixer les idées, sup-, 
posons que U doive être un minimum, et soit^=: /(*) 
la fonction cherchée. Il faut qu’eu donnant à x et à y 
des accroissements arbitraires et infiniment petits àx et 

", .' ■ r x < 

ày, l'accroissement correspondant de 1 intégrale I Xdx 

soit constamment positif, quels que soient les valeurs et 
les signes de àx et de àj. Or l'accroissement de cette in- 
tégrale se composé de deux parties. Si l'on pose 

AU z=. <îU'-f- p, ' • 

la première partie renferme les variations 
•dp, dq au premier degré et sous forme linéaire; la se- 
conde partie contient les puissances de ces variations su- 
. péjrieurcs à In première-jet leurs produits. .Quand dll n est 
pas rjulle, le rapport de a à dlJ a pour limite o. Dont; si 
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l’on suppose Sx et Sy infiniment petites, le signe de AU 
sera lem4me que celui de dU." Il faut donc, pour que U 
ait une valeur minimum, que l’on ait dU=yo : dur au- 
trement, en changeant les signes des variations dx et S y- 
sans changer leurs valeurs absolues,' le signe de dU et 
par conséquent celui de AU serait changé et U ne serait 
pas un minimum. Ainsi , 

' *U’ = O ' * •' -, 

* < 

est la condition jdu minimum-, c’est aussi celle du maxi- 
mum, car la différence AU doit aussi, dans ce cas, avôir 
toujours le même sigue, ce qui ne pourrait être si la 
variation dé U étai t différente de o. , 

La condition dU o n’est pas suffisante pour qii il v' 
ait maxiintimou minimum. En eflet, d’après la série de 
Taylor, oji a 




su 4- — <p u • 

I . 2 


1 . 2.3 


PU 


sj dU est nulle, le signe- de AU dépendra de'celui de (PU 
pour de petites valeurs de Sx et de Sy. Par conséquent, 
si d ! U reste toujours positive, lorsque les variations Sx 
et Sy changent d’une manière quelconque, tout en restant- 
infiniment petites, U sera un minimum. Si, au con- 
traire, <PU reste négative, quels que soient Sx et Sy, 
U sera un maximum. Enfin U ne sera ni uii maximum ni 
un minimum si (PU peut changer de signe. Mais on est 
souvent dispensé de cet examen par la nature de la ques- 
tion, qui indiqué clairement l’existence d’un maximum 
ou d’nn minimum. 

. * r 

774. L’équation dU î== o revieut à 
) . . r -f~ / Kw< 


i) dx : 


Je dis que «elle équation entraîne les deux suivante^ 

(a) • ... r - o,.- K — o,', . ' ■ ' • 


■ / • 
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Et d’abord là fonction K doit être nulle. En effet, sup- 
posons qu’il n’en soit pas ainsi. On peut, pour chaque va- 
leur dé x comprise 6 inre x a et x,, changer à volonté les 
valeurs de d# et de 5/ qui sont arbitraires, et conséquem- 
ment celle de w ou dy — pàx, en supposant constantes 
les valeurs de 5x 0 , dy n , dp 0 , âx t , , djPi qui sont 
relatives aux limites x 0 et x t . Mais le terme T, qui ne 
contient que les variations relatives aux limites, resterait 

constant, tandis que l’intégrale I K u>dx, contenant la 

, :• ’-i. . • *?• 

fonction arbitraire w, ne pourrait pas toujours conserver . 
la même valeur quelle que fût cette fonction w, et, par 
conséquent l’équatiou (i) ne pourrait pas être toujours 
satisfaite si K n’était pas zéro. . • * *- . " 

On peut d’ailleurs établir ce point de la manière sui- 
vante. Comme , w est une fonction arbitraire, len la choi- 
sissant de manière qu elle ait le même signe que K pour 
chaque valeur de x, si la quantité finie T est positive ou k 
nulle, ou qu’elle soit de signe contraire à K, si P est 

Keo dx serait positivé. dans 


s négative, la somme T 


J p x \ 

■ 


le premier cas, négative dans le second, au lieu d’être 
nulle. 11 faut donc qu’on ait K = o, d’où résulte aussi 
r =o. 

CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES. 

775. Dans le cas où V ne contient que x , y , p et < 7 , 
l’équation K = o ou 


(0 


__ d P rf’Q 


1 .... rf’Q . rf’<7 rf'r 

est du quatrième ordre, puisque - contient ■ ou - 7 -jjv 

(IX (IX (IX 

Il faudra intégrer cette équation, et l’on aura un résultat 
de la forme 

j = f(x, C, C', Q", C*), 
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contenant Quatre constantes arbitraires. Pour les déter- 
miner il faiit avoir égard à L’équation 
( 2 ) . . r = o, 

relative aux limites dé l’intégration. Mais il est néces- 
saire de distinguer plusieurs cas. 

i° Si l’on se donne les Valeurs de x, j', p , q aux deux 
limites, les variations de ces quantités étant nulles à ces 
limites, l’équation T=o est identiquement satisfaite, 
et si Ton représente par f'(x, C, C', C", C'") la dérivée 
.de f(^r, C, C', C", C"), on aura 

I jr. = f (*., c, c', G", c"), 

P» = ('(■**, c, c', ■ c", C"'); 
r, = f(^v c, Ç', C", C'"), 

P,='f'(*., c, c', c", ç"), ■ 

c’est-à-dire quatre équations qui déterminent les quatre 
constantes inconnues. ' . • . . . •• 

2 .° < SiT’une des six quantités or 0 , p 0 , x t \ p, 
reste arbitraire, p, par exemple, l’équation T = o ne 
sera pas Identiquement satisfaite; mais il faudra égaler à 
zéro le coefficient de dp,, et l’on aura l’équation Q, =o, 
qui, avec les équations (3), déterminera le3 quatre con- 
stantes et la valeur de p,. 

3° r Si l’on avait entre les valeurs de x, y, p, relatives 
aux limites, une équation < 

(4) ?(*•» P»* *.» Pi) =0, 

on différentierait cette équation par rapport au para- • 
mètre t, et l’on aurait 


‘‘’sx.+ i i»,. 


Sx, 

dp ^ djc | 


dx, dj, 

En portant la valeur de 


«/. «pi 


,, tirée de cette équation, 
dans l’équation 17 = o, il faudra égaler à o les coefficients 
de àx 0 , âjo, dp o, $x t et $jr t . On aura donc cinq équa- 
tions qui, réunies aux équations (3) et (4), détermineront 
les dix inconnues G, C', Cl', Q ", x 0 ,j 0 , po> X\, JnPi- 
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Cçs exemples suffisent pour montrer comment on de- 
vrait opérer si l’on avait deux ou un plus grand nombre 
d’équâtions relatives aux limites. 

* • J * • 

\ 

CAS OU LA FONCTION V CONTIENT DEUX FONCTIONS DE X. 

. , •• V • 

776. Supposons maintenant que la fonction V con- 
tienne deux fonctions y et z «Je la varîajde X. On aurait 
alors , 


(«) 


S J \dx = T + J '(K«-t-RV)rfx — o. 


Cette équation équivatit aux suivantes • 

(■a) r = o, jK = o, K.'= b. • . . 

‘ • » . 1 , * * « * 

En effét, » et a>' sont deux fonctions de x arbitraires et 
indépendantes l’une de l’autre, et T ne Contient que les 
valeurs des variations relatives aux limites de l’iijtégjcale-, 
donc, si K et K/ n’étaient pas nulles,- en laissant con- 
stantes les valeurs des variations relatives aux’ limites, on 
aurait T = o, tandis qu’on, pourrait, faire varier « et.w' 

de telle sorte que l’intégrale l (Rw + K'w') dx ne. fût 

pas égale à o. On doit donc avoir 


K = o, K' =c o. 


et par conséquent 


Les deux premières équations déterminent y et z en fonc- 
tion dex. l.a troisième sert a déterminer les constantes 
introduites par l’intégration des deux premières. 

777. Nous avons supposé que y et z étaient des fonc- 
tions indépendantes l’une de l’autre. S’il existait entre 
elles une relation . . > ' . - 

(*) . . y, -*) = o, 

• * * ' * » - ■' ' \ " 

les variations Sy et dz ne seraient plus indépendantes. 
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Qn doit avoir, dans ce -cas, 

t ' ’d¥- • d P , „ */ F ' * 

rp -T- if + 3— Si =s q, 
dx . .dy J dz ’ 


287 


équation oue l’on obtient en diflérentiant l’équation (1) 
par rappOTt a t. Remplaçons $y et $z par lenrs valeurs ■ 

’ $X =pSx + w, 3 z = p' Sx -f- w' : . • 

il vient ' . ‘ • 

dF . WF. , / rfF 

’ , J ..dï Sx + dï ^ 04r '+ w ) ■+■ (fi'Sx+ »').= o, . 

OU ... 

/WF rfF ! yF A, dp dF , [ 

•• \dï+‘W? + * p ) * x -^“ + ÿr M = 0 ’ 

oui entiri ' . • , ' • ' ■’ ' 

■ . . ; . </f </f , ; •* 

(*).. > , ^“ + -* ** =°’* 


car on trouve 


rfF dF d F 

P + dïP 


• • 1 dx dy 

.* 1 f 

,en dilïërerttiant l’équation (t), par rapport a .r. 
‘ Dé l’équation. ( 2 ) on déduit 


dF 


• ■ V— • d ? 

“ ~“rfF W ’ 


et, par conséquent-,- 


f/z 


WF\ 


Pour que cette variation soit mille, il faut que l’on ail 
( 3 ) - r = o, 

• ( 4 ) 


K — K' — — o. 
dz dy 


I.es équations (1) et (4) feront connaître y et 2 én foncv 
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" • . • 

lion de x. Quant à l’équation I' == o, elle servira à déter- 
miner les constantes. 

- % , • ^ i 

77$. On peut aussi éliminer lHme des quantités ta, w' 
au moyen d’un facteur indéterminé. En multinliarit par X 
l’équation - ‘ 

. dŸ dF , . . : . 

. ’ . -J— “-H -y- w i — O, • • 

dy. dz 

et ajoutant le produit à la fonction qui est sons le signe 

j ' dans l’expression , . . • • , 

• . , 1 • * 

■ /»*. . 

fl. Vdx==r+ (Kw-f-KVjdx, .■ 


on a 


-> r . 0 ' ri- ( K+i ?)"l - ■ ' ■ 
l. + ( K '- x ^) J 

On profite de l’indétérmination de X' pour faire dispa- 
raître &>', en posant : . 4 , * 


(5) : 




.‘et comme w, qui reste encore sous le signe J', est tout à 

fait arbitraire, il faut égaler à o la quantité qui le mul- 
tiplie, ce qui donne . 

( 6 ) ■ . 


K-+-'Æ = o. 

dy 


• ** 


En éliminant X entre les équations (5) et{6), on. obtient 
l’équation déjà tro.uvée, 1 


K £-K'£ = o, 

dz dy 


779. te qui précède montre la marché à suivre dans 
le cas où la fonction V con périt un nduibre quelconque 
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de variables, liées eptre elles par des équations données, 
.les valeurs des variations qui se rapportent aux limites 
de l’intégration devant satisfaire à certaines relations 
données. Passons maintenant aux exemples. 

• 1 * ^ 

LIGUE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS DANS ÜN PLAN. 

.t * . . 

780. On demande la ligne située dans un plan qui 
contient deux points A et B et qui soit la plus courte 
quon puisse mener entre ces deux points. 

Prenons deux axes rectangulaires dans ce plan et soient 
x 0 , jr 0 les coordonnées du point A et x,, y, celles du 
point B. Dans cet exemple on doit avoir 


J /**. ‘ * 

I ^,i -H p 1 dx — o. 

x . 

R faut maintenant poser 


K==N — 


dP d’Q 


dx 


dx 7 # * 


V'+A 

(-'■ W. 

W«-+-W 


mais (764) 

N == o, 

I 

Donc on doit avoir' 

(*) 

OU • , > - : : 

vu- P" 

ou, ce qui revient au même, 

P ~ C; 

d’où , . - 

( 2 ) 


Q=.o. 


const. , 


y = Cx + C', 


C et C' étant deux constantes. D’ailleurs, il suffit que 
l’équation K = o soit satisfaite, puisque les valeurs de x 
et de j', Relatives aux limites, .étant fixes, les variations . 
§x 0 , d/oi ôy 1 sont nulles, et, par suite, .on a 

. II. 2 e édition. * ' • iq 
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identiquement T == o. La ligne cherchée est donc une 
ligne droite; les constantes C et C/ se détermineront par 
les équations 

y » ” Car 0 C, y t — Ca;, -I- C . 


ligne la plus courte d un point a une courbe plane. 

. 781 . Soient A le point donné et B1Ÿ la courbe donnée 

„ Fig. i3i. située dans le plan JtOy, et 

*- jji ayant pour équation 

»J? B , .(•) ;y=' K*)- 

^ Soit AB la ligne la. plus courte. 
L’extrémité A de cçtte ligne est 

I) J- p | ) 0 • p 

V tixe; i autre extrémité peut va- 
rier de position sur la courbe BB\ 

■ En conservant les notations du cas précédent, on arrive 
encore à l’équation • * , . * 


'(*) 


y = Cx + C, ’ 


et en conséquence la ligne cherchée est une ligne droite. 

II faut maintenant déterminer les constantes C et C'. 
Or on a 

. Sr,= o, Sy, = o, ■ Q = o; 

mais les variations âx, et ne sont assujetties qu’à la 
seule condition que le point ( x , d;r,,y, +• $jr t ) soit 

sur la courbe donnée. On a donc 


d’où 

et comme 
on en conclut 


/■=+(*■)» 

t 

£r* = 

' ‘ . 

S x^p t Sy y = o, 


zéü b y Google 


O: 



Oïl. . 

(3) y .. 

puisque 


SOIXANTIÈME LEÇON, 

f+C'f(.r,)=o, 
p, = G. 


29 1 


On déterminera ensuite les constantes au moyen des 
équations 

- y > ^Ga;» -4- C', 1 -f-C'Jé (xi) ==o, 

. = Cx, -t- C', I y, = ÿ(x t ). 

Il résulte de> l’équation ( 3 ) que la ligne la plus courte 
entre un point et wfe courbe est une droite normale à 
celle cout'be. 

• «.- '* , “ •• 

H • •' « * 

LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX COURBES PLANES 

, . . *• r 

782. Soient 

•l 41 ‘ I 1 M 

(*)/. . :* ■' • 

( 2 ) . • y =+(*3, . 

* * * , • • t 

les équations de deux courbes situées dans lg même plan. 
En raisonnant comme dans le cas précédent* on trouve 

que la ligne cherchée est encore 
une ligne droite, 

( 2 ) y Cor -f- C'", > 

màis la détermination dés con- 
stantes ne sé /ait plus de la même 
manière. Dans ce cas dx 0 , âj 0 , 

. ) .' 3a:, , peuvent varier pourvu 

que le point A'(ar 0 -+-Jaro 5 reste sur la courbe (. 1 ) 

et le point B' (a:, -+- ox i ,jr i -f^-dj,) sur la courbe ( 2 ), 
Mais l’équation T = o (767) se réduit à , . 

<5*, + p,Sy t Sx, + p,S y, «. . ’ -, ■ ‘ 

/i + PI °’ 


Ffc. ,33. 

IL 


y 

\ 

\*1 

B 1 

• « 


l 


Ÿ 

V 





- Ht 



- C D x 




P\ 


qui se change, comme dans le cas précédent, en celle-ci: 

(.4) i* 1 [nic+ / {x l )]_ji4iqf.c ? , (x 0 )] = o ; 

' ’ . '9- • 1 

\ • 
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I /* 


('5) 


apa . 

n cause des équations 

r» = ?(*»)> — 

Or les variations âx 0 et dx, étant indépendantes l'une de 
l’autre, l’équation (4) se partage en deux,' 
i 4- Ci]/(x,)-= o, 

■« i * ", • 

1 4" cy . . 

qui, réunies aux suivantes*, , 

. • ■- " J„ — Cx„-f- C', • r ô = ? (.r 0 ), 

,y l = Cx, 4- C', .y, = l/(x, ),■ . 

déterminent complètement les constantes -C et C' et les 
coordonnées x a , x„ jf x 'des extrémités de la- droite 
minimum. . • ■ . " , * • • ■ . 

Les équations (5) font voir que la ligne la, plus courte 
entre deux courbes planes est une normale commune 

aux deux courbes proposées . • - 


EXERCICES. • ■ . 

• . f, • ’ • X , (1 

• * , • , t « 

1 . Trouver ta fonction qui rend Maximum l'expression 

' £{'~'ïm’ +v Y- : ■ 

fl? ~ 

Solution. y — \J 

* * . t » • ' ’ - ■ . 

2. Trouver la courbe qui rend maximum ou : minimum T ex- 
pression ; * % •* * 

•*.//' • J ’- Ÿ ^^{ 1 + d £) dx: 

Solution. En coordonnées polaires 
• . . r" +7 cos ( n 4-'a ) (6 — 9, ) = C. , 
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SOIXANTE ET UNIÈME LEÇON. 

O 

, SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 

t Autre manière de résoudre les problèmes précédents. — Ligne la plus 
courte entre deur points , dans l’espace. — Ligne la plus courte suc 
une surface donnée. — Surfpec de révolution minimum. 


AUTRE MANIÉRÉ DE RÉSOUDRE LES PROBLÈMES PRÉCÉDENTS. 

783. Au lieu d’appliquer les formules générales, on 
peut opérer directement comme il a été expliqué au 
n° 770. Dans les trois problèmes qui précèdent on doit 
.avoir 

(i) ' • 8 f ï/e/x’-b dy'='T) i ' ; 

niais en posant ds = ’jdx 1 -f- dy'*, ou-a 

et comme l’intégration par parties donne 

. . ■ J ds • ds J ds t 

l'équation (i) prend la forme . ' 


<*> 


Mais de l’identité 


'■ . * dx dx ■■ dy : dr \ 

on’ tire — - d -j- + — «~=o, 

as ds ds, fis 


mité 

/ dx \ 3 

. ; ('* ) H 
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d’où 
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ds dx ds 


±. 

fis 


Par suite, pour que la quantité placée sous le signe d’in- 
tégration sort nulle, il suffit que l’on ait d-‘i=o ou < 

d ^ = o. Supposons -/.'■■■* t < 

'• ‘.(J). •’ , 


dx 

U d7^ 0i 


il en résulte 

. • i ■ 

d’où 

* * 
e£ 

(4) . 




- Const., 


_ _ ,, 

P ~dï~ L ' 


. . • , > =t ex + c, • 

équation d’une ligne droite. * * • 

» * ♦ ' * * * % 

784. Ejéterminons maintenant les constantes d'après 

la pâture du problème proposé. 

i° Si les deux points (x 0f y't), (a:,, jr t ) sont donnés, , 
les variations des limites dx 0 , dj a ,-dx,, sont nulles 

et l’équation r =; o ou • . 

est satisfaite identiquement. Les constantes se détermi- 
nent par les équations 

* • • » ' 

fo~ O-, -i- C', y, = Car, 

a u Si le point A (#„, y 0 ) est fixe, et que l’autre point *. 
R (x,,y, ) doive se trouver sur une courbe donnée, 

' , (5) y = + (*), 


on a 


Sx, dto, Sy, = o , 
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et l’équation T = o se réduit à 

dx,5x, q- dy 1 = o, 


395 


ou 


dy, ôy, _ ; 

dx 1 Sx. ’ 


donc la droite (4) est normale à la courbe (5), car de 
i|i(x,) on tire djr l = <{/' (x t ) âx,. 

, Les constantes C, C' et les coordonnées du point ex- 
trême B sont déterminées par les équations 

y,=zCx 0 -t- C', 1 +CiJi'(:r,) = o, 

y, =Ct, q- C', = '4' 

3“ Enfin si les deux points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes données 


16) 

on aura 
ce qui donne 


•T =?(•*). y = , y(x) t 


>1 = + (•*«)» .T. = ?(*.). 


Sy, = Ÿ(x,)Sx lt . 

Sy, = <f'[x,,)Sx t . 

L’équation T= o se réduit alofs à 

[dx, q- dy, |'(:r l )]<î.r, — [dx, q- dy,j [x,)]Sx, = O 
et se partage en deux : 

, I q- = o, 

. , dy. 


.dx, 


?'(*.) = o, , 


parce. que dx„ .et à'x, sont des quantités indépendantes 
et arbitraires. On conclut de ces deux équations que la 
droite cherchée est normale aux courbes données. 

Les constantes C et C', les coordonnées .r,,, y 0 , J (1 jr, 
des extrémités de la droite minimum sont déterminées 
par les six équations 

X* =— Cx 0 q- C , ^ y, = <p ( x#), 1 q- o, 

y, = Cjf, +■ y,. = 1 q- C{. , (x,)=o. 


. V. 


*v 
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LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS, DANS l’eSPACE. 

785. Jusqu’à présent nous avons supposé qu’on cher- 
Fig. 1 3 4 . . chait la ligne minimum parmi 

i l toutes les lignes situées dans un 

t \ plan donné. Cherchons mainte- . 

, j/mAN nant quelle est, dans l’espace, la 

ligne la plus courte réunissant 

oj 1 — les deux points A et B. 

/ » Soient à: 0 , ^ 0 , z 0 les coordon- 

/ nées du premier point, et x u y„ 

z, celles du second. La longueur 
: de l’arc AMB sera représentée par _ ' ' * 

, . . ■ 

Nous aurons donc, dans cet exemple, 

V dx == ^dx* -p dy* dz’ =z ds , 
d’où . . 

• $ \ rf dxdSx -+- dydSy -F- dzdSz ; 

•, ’ ‘ . * v ; . 5 •' 

. et par conséquent, en intégrant par parties, 

! -jf +Szd %)- ... 

Il faut maintenant égaler à o l’expression placée sous le 
signe J' > et comm'e les - variations Sx, Sy , o z sont indé- 
' pendantes, et arbitraires, on aura * ■ . 

, , ,dx ,,dr ,dz 

(a) ' d — = o, <l-j-d=,o *d — %= o. . 

ds ds . ds 
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Mais ces trois équations se réduisent à deux distinctes. 
En effet, de l’identité 

dx 7 dy ’ dz 7 

ds 7 t ls 2 ds 7 * . - 


on lire 


dx dx dy dy dz dz 

iü d 7^^ds d in^ds d ds :=0 ' : 


donc si I on a d 4~ =; o, ’ d — e= o, il en résultera 
■ ds 1 ds 


dz 

d — — o. 
ds 


Des équations 


d -d- = o, d — = o, 


ds ds 

on tire, par une première intégration, 


dy 


dz 


ds ~ ds ~ a ’ 


ou, .ce qui revient au même, 


dr 


dz- 


dx~ C ’ dx C ' 


et, en intégrant de nouveau, ' 

(3) j'=çc^-Ç, z — c'x + C', 

équations d’une ligne droite. > - . , 

786. Pour déterminer lefc constantes c, „C, c\ C', il 
faut distinguer plusieurs cas. , 

i° Si les points A et B sont donnés,, les variations 
âx 0 , dz 0 , ày t , dz, sont nulles, et l’équation 
r= o est satisfaite. Les quatre constantes se déterminent 
en snbstitilant les coordonnées des points A et B dans les 
équations. de la droite. •. V -.\ . , 

2 0 Supposons que les points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes IK, LN, ayant pour équations-, la pre- 


; k 4 


. * 
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mière 

( 4 ) 

et la seconde 

( 5 ) 


CO V RS D ANALYSE. 


/ = ?(•*)» *=+(*)» 


y — *(*h *— Y(x): 
l’équation r=o, formée au moyen de l’équation (i), se 
réduira aux, deux suivantes : 


fer 


/rfx dy dz 

1 \dI Sx + Ts S / + Ts* z 




Ep effet, appelons da 0 et ôai les deux arcs inünimenl 
petits AA' et BB', situés sur les courbes données, A'B' 
étant une courbe quelconque infiniment voisine de la 
droite AB. On pourra mettre T sous la forme 

dy S y dz S z \ 

\ds Sa ds Sa ds S<r J , . 


(7) 


/ dx Sx 
\ T = Sa, ( — 


j / dx Sx dy Sy dz Sz\ 

( ’ \r/j Sa ^ ds S s ds Sa) t 


Les facteurs placés entre parenthèses -ont des valeurs 
finies, car ils représentent les cosinus des angles que la 
droite AB fait avec les courbes aux points A et B. Comme, 
d’ailleurs. d<7 0 et Sa, sont des quantités indépendantes 
l’une de l’autre, on voit bien que J’équation T= o en- 
fraine les suivantes : ■ " 


( dx Sx dy S y 

ds Sa ds Sol 

dy Sy 
ds ■ Sa 


dz S z 
ds S a 
dz 
ds 


Sz\ . 
Sa) t ~ 0 ’ 


I dx Sx' 

, . * \ds Sa 

et ces équations, qui sont au fond lés mêmes que les 
équations (6), expriment que la droite AB est normale 
aux deux courbes. . _ * •• 

A. cause des équations (3), on a * • 

» •" . . .dy dz , . • 

. ' -te—'’ di~ C > ' - . 

- V * 
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et, puisque les extrémités de la ligne AB doivent rester 
sur les courbes (4) et (5), ou aura ' 

• . = •'(*■)$*,» , ' •- 
Sz, — ¥'(*,) j:c, j 

• • . • ' , * » # 

.. . Sy, = ? '(x,,)(îx,, 

Sz„ = 4»'( )«ÎJT 0 , . 

-» • ' ' « \ 

Les équations ( 6 ) peuvent donc se mettre, sous la forme 

1 -4-c>t’'(x,)4 J e , 't"(x 1 ) — o, ‘ t 
•/ . i -t-c<p'{x,,J + c'y («-,)= 6 , 

et, réunies aux huit suivahtes, 

y, = cz, + C, y, — ex, -+- C, * 

' m ‘ ‘ -, c'x„ -+- (i , Z, — — fr C', 

X>= ï(*.)r 4- (a:,), 

Z,-=v|'(x,), 3 1 ='t , (x,'), 

elles forment un, système de dix équations propre à dé- 
terminer les quatre constantes et les six coordonnées des 
points extrêmes de la droite. . - , 

3° Supposons que les points A et B doivent être sur 
deux surfaces" données. On pourra encore mettre T sous 
la forme ( 7 ), en appelant et d< 7 | deux arcs infiniment 
petits AA', BB', situés sur les deux surfaces ; et comme ces 
déplacements des points A et B sont indépendants l’un 
de l’autre, on aura encore . 


. , / <ix Sx dy Sy 

. * \ ds Sa ds St t 


! <lx Sx 
\i(s Sa 


dy 9y 
ds Sa 


dz 
ds 

dz d z 
1s l 


Sz\ 


La première équation exprime que la 1 droite AB es< nor- 
male à une courbe quelconque située sur la première 
surface et passant par le point A : donc la droite AB est 
normale' à la première surface. Cette droite est, par la 
même raison, normale à la seconde surface. t ' }. 
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' Les constantes et les coordonnées des points A et B se 
détermineront comme dans le cas précédent. 

LIGNE LA PLUS COURTE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

787. Soit \ ' 

(0 . F (*, r, z) = o • • •' 

l'équation d'une surface courbe, et proposons-nous de 
trouver la ligne la plus coui te AMB que l’on puisse, tra- 
cer sur cette surface entre deux de ses points A et B. 

Soient x 0 , y„, z 0 les coordonnées du point A, et x lf y,, 
z t celles dû point B, • ’ * . • . • 

Toutes les courbes que Ton doit comparer étant sûr 
la surface (i), les variations des coordonnées doivent 
satisfaire à l’équation . , 


dF , d F „ d F „ 

- — Sx H- — Sy — Sz . 
dx , dy , dz 


(2) __ $x — Sy -I-— Sz ==’p. 

’f ; 

I.’une des conditions du minimum est 

(3) 


K 5s Sxd ~ -f- Syd& -y-3zd — = à. -\ 
as as « as 


Mais de l’équation ( 2 ) on peut tirer la valeur de âz, et 
la porter dans l’équation (3), qui devient ” 

' • r/F • \ ■A ' d F 


dx dx eh ■ , 

d- n^d— -Mr 

ils dh rit I 


as 


et cétte équatiou, à cause del’ihdépendance des variations 
Sx et.ôy, reviçnt aux deux suivantes >•. 


U) 


-o; 



dF 


dx 

dx 

A 

d 7h 

~ dF 

ds 

t 

dz 



r/F 


d± 

dy. 

A 

ds 

■ 1? 

ds 

« S ' 

dz 

► . • 
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i 

ce qui fait, avec l'équation de la surface, trois équations 
pour déterminer les deux fonctions y et z. Maison doit 
observer que l’une des équations (4) est une conséquence 
de l’autre et de l’équation ( 1 ). En effet, on tire des équa- 
. tions (4) 

» ,àx dy dz ■ , ; - 

... - ' _ds_ ' 

. ' d¥ — f/F — </F ’ ». ; ; 


dx 


v 


dz 


ou bien, en désignant par^fiX la valeur commune de ces 
trois rapports, 


/ ,u _ J. 
d ds'~ ~^ dh 


dx 


d Ï-ï«" 




Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res- 

. dx dy dz ■ 

pectivement par —, —•> — : uotis aurons 


dx dx dy dy dz dz ( dV f/F' f/F \ 

i)* T f -F -j- d -y d— = ( — dx+~— dy y-y-dz\ 
' ds ds • ds . efs ds dx. \dx dy ■ *■ dz j 


f/a 

ds' 


Or le premier membre est nul puisqu'on l’obtiendrait 
en diflérentiant l’équation < ■ 

' --fi - 

• dx 7 dy\ dz ‘ 




ds 1 ' ds 1 ds 7 


’d\ * 

le coefficient de — , dans le second membre, est aussi nul 
ds , ■ 

à cause de l'équation (i). Donc l'équation (5) est une' 
identité. Par conséquent l’une dès équations (i) et (4) 
est une conséquence des deux autres. Il suffira d’en con- 
sidérer deux pour que la ligne cherchée soit déterminée. . 

» 788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 




( 

/ 


• • ' •* 


f 


3o2 ‘ COUM d’amalyse. 

nommées lignes géodésifjues de cette surface : elles jouis- 
sentdecette proprictéque tous leurs plans osculateurssout 
normaux à la surface.' F.n efl'et, soit K le centre de cour- 
bure de AMB au point M. 
La droite. MK fait avec les 
axes des angles dont les co- 
sinus sont proportionnels à 



V N 


.(6) d 


dx 

ds-' 


t d} 

A Ts' 


4" 


» * 


D’un autre côté la nor- 
male à la surface, au point 
M, fait, avec les axes, des arfgles dont, les cosinus sont 
proportionnels à 

' . ’ * d F f/F f/F 


dx dy dz 


Mais, d’après les équations (4), ces trois dérivées sont 
proportionnelles aux quantités (6). Donc les angles for- 
més par les deux droites avec les axes sont égaux, et la 
normale à la surface a même direction que le rayon de 
courbure, ou, en -d’autres termes, le plan osculaleur 
eta un point quelconque M, d’une ligne géodésiqUe, est 

normal à la surface. ■ ' ' ’ 

* ' 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
blème précédent, et l'6n verra de la même manière que 
si la ligne cherchée doit aboutir à deux courbes données 
sur la surface, la courbe AMB les coupera à angle droit. 

• • • ' • ' i 

N S ». • 

‘ 789. 11 est bon d’observer que la propriété d’être la 

"ligne la plus courte entre deux points quelconques d’une 
surface peut n’existérque sur une certaine portion d’une 
courbe. Par exemple, sur la sphère, le plan de tout 
grand cercle (qui est en même temps son plan osculateur) 
est normal à la surface. Mais la propriété du minimirm 
appartient seulement aux arcs de grand cercle moindres 
qu’une demi-circonférence. 
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SURFACE I>E RÉVOLUTION MINIMUM. 


3o3 


790. Étant, donnés, dans le même plan , deux points A 
et B, et une droite CD, trouver une courbe AMB, située 
dans ce plan, et qui, en tournant autour de CD, engendre 
une surface de révolution dont l'aire soit la plus petite 
possible. 

Prenons pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des y une perpendiculaire à cette'droite. Soient x 0 , y 0 
les coordonnées du point A, et x t , y x celles du point B, 
La surface engendrée par AMB étant représentée par 

a ri ydsj la question proposée revient à chercher le 
Jx, 

minimum de I yds. Or on a 

Jx t 

S f yds = ! S (yds) = f (Syds + ydds)t 
Jx, Jx, Jx, * , ' 


mais 

d’où 

donc 


ds* = rfar 3 dy*, 

dsods — dx.idx -+- dySdy — dxdSx dydüy : 


S J yds = Ç l^Syds-Jry—dSx +x~dSy^j, 
et, en intégrant par parties, 

-Xf 

/Il faut égaler à zéro la quantité placée sous de signe j' 
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dans le second membre, ce qui donne 


<«). 

'(*) ■ 


ds 




mais la seconde équation est une conséquence de la pre- 
mière. En effet, on a identiquement 

car cette équation revient à 

V.:. H 


dt \ Ay , d y a ydy — „ 

ds +d; d -d7- 9 ' 


OU 


dÿ(^ + d p\-dy+y[^d^+^d^\ = o, 
y ds" ds 1 J ~ \ds ds ds ds ! 


’lx dx dy dy \ 


.Conséquence des équations 

dx 1 dy 1 


ds 7 ds 1 

dx dx dy dy 

d7 d di^ d d7 = °: 


Il suffit donc de considérer l’équation (i), qui donne 


dx 


d’où .• ; ■ r=cy/. + g, 

et en résolvant, par rapport à dx , » 

“* r -, 

\! y 1 — c\ 

L’intégrale de cette équation est 

.r-v' = c]^ y + '/f-? y 
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d’où l’on lire . ' , v - ' ■ 

X — € 


3o5 ; 


(3) 


• / X — C' X — C*\ ‘ 


cqualion d’une chaînette (574, 2 0 ). 

Les constantes c et c' se déterminent comme dans ‘ 
l’exemple précédent. Si l’on fait passer l’axe des ) par le 
point le pins bas de la courbe, on a c' — o, et 

Si les points A et B, au lieu d’ètre fixes, devaient se„ 
trouver sur deux courbes données, on obtiendrait encore 

une chaînette normale à ces deux courbes. \ • 

” . ” ■- . , : r **. ’! ■ " . 


EXEUCICES. 

.* v 

1 . Plus courte distance de deux jxiints sur la surface d' un cjr- ' . 
lindre.- . ' • ■ 1 * * ' % 

Solution. Courbe faisant avec les génératrices un angle constant. 

“2. Parmi les courbes planes qui, passant par deux points fixes, • " 
tournent autour du même axe situé dans te tliernc plan et engen- 
drent une surface, dont Paire est donnée , trouver celte qui donne 
lieu au volume maximum. ■ . 

Solution dxs^. — —^ b)dy t ^ . 

, ' - v'oV-f.r'-M 1 • ' ' 


e 

1 , ' 


\ * 
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SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 

»« ’ \ J r * , 

Brachistochrone. — Remarques sur l’équation K = o. — Maiimum on 
minimum relatif. — Problèmes sur les isopérimètres. 


C BllACHISTOCHRONE. 

' 791. Problème. — Étant donnés deux points A et B, 

trouver la courbe AMB que doit suivre un point pesant 
pour aller du point A au point B dans le tenjps le plus 
court possible. Cette courbe s’appelle la brachistochrone 
ou courbe de plus vite descente. 

Prenons une verticale quelconque pour axe des x, et 
*Fig. r36. « - , deux axes rectangulaires (Xz et 
• \ % O j- dans un plan horizontal 

,a V quelconque. Si l’on suppose qurt 

le mobile soit 'parti du point 
A ( y<,, -Zo), sans vitesse ini- 

tiale, on aura, eu désignant par 
V sa vitesse au peint M z ), 

• (y) V 1 — 4 £.( 3 s — X»), 

. ’ * ; ' * ’ ^ s • % ’ \» 

Mais s étant l’arc parcouru, et t le temps écoulé, on a 

ds ' • 



V = 


dt 


valeur qu’il faut prendre positivement, parce que l’arc 
augmente continuellement avec le temps. Il en résulte ’ 

. ' . ’ » . ds 

: dt 


d’où 


dt-. 


i ds 


y*g V* — x, ■ ' 

On aura donc, en appelant T le temps nécessaire pour 
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parcourir l’arc AB, et l’abscisse du point B, 


t / 2 S Ar{ s x — x a 


U faut maintenant chèrchér la variation de l'intégrale 

* . • / 

/* x i As ' . , > * . 

• Jr , 1* — .r. 

En posant 


/X — X, 


on aura 


• r * / 


# - . . * J Ws ^J(SXds-hXèds). ■) 


d!un- autre côté, 


, , dx dy dz . - . ' ‘ 

o ax —j. — r/jj -f- d $ jr ±—*dfi z, 

ns ds J ds - 

Mettant ces valeurs dans l'équation 

(3) . z t •- • S f Xds = O, ' 

on a t , ' 

Intégrant par parties,, et faisaut sortir du signe j * les 
différentielles dés variations, on a définitivement 

[ x (S Sx+ % *{.+ d i s **)] + \ **•£. ' i* - ‘ 
_ ^ . 

|_ • + ■ J ° - 
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Pour qüe la quantité placée sous le signe J " dans la 

deuxième intégrale soit nulle, il faut égaler à o les coef- 
ficients des variations Sx, S'jï. Sz, ce qui donne 


(4) - \ {■* — = », 


(; 5 >< ' V ( x ë)-°’ ^( x £) =0 v 

- - • ' ' ‘ ' j‘ k ' 

es deux dernières équations sont suffisantes; car on a 
identiquement 


mais 


./X — 


i Hx 


..... ; ■ •-(*-*.)* 

On aura donc, en ayant égard aux équations (5J r 

• ‘ . > ' > ' 

tlx 


dx / dx \ 1 . 

* •'(»■* )“-ï: 


(x — J *,) 1 


t f 


c’est-à-dire l’équation {/\). 
On tire des équations. (5) 


- x £- c ’ X S- C ’’ 


ou .* 

( 6 ) 




\jx — x\ di 


d’où l’on déduit 


r dz 

= C„ = C'j 

\!x — x„ f, f .. . , ■ 


dy_ C 

r/a C' . 


et 

(7* 


'-<ÿ 2+c '- 
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792. Celte équation montre (l’abord que tous les points . 
de la courbe sont dans le même plan vertical. 

• En remplaçant ds par \j(lx* -I- rfy* et C par Ar pour 

\j a . ' . 

l’homogénéité, on déduit de la première des équations (6) ’’ 
r fy = d* l/ 

Si l’on prend le plan de la courbe pour plan des xj, et 
le point de départ À pour origine des coordonnées, on a 
j" n = o, et l’équation différentielle de la courbe se ré- 
duit à ” ’ ‘ 


dy == dr y / — ‘ 

y a — x 


La cycloïde représentée par cette équation a un point de 
rebroussement au point A, sa base est horizontale, et le 
diamètre de son cercle générateur est égal à a. 

En intégrant l’équation (8), ôn a 


i a ■ 

y — — a arc cos — 


— y JIJL — .v 2 • , 


Ou déterminera la constante «, c’est-à-dire le diamètre 

du cèrcle gétiéraleur, en exprimant que la courbe passe ,, 

par le point B On peut aussi. obtenir ce diamètre 

par la construction suivante. Décrivons une cycloïde quel- • 

■„ conque avant son 'sommet an 

* • Fig. i3y. 1 - j 

• point A et pour base. A/, et soit 
~y ' jf b le point où AB rencontre cette 
L courbe. A cause de la similitude 

! des deux cycloïdcs, c et C étant 

les centres des circonférences sé- 
- neralrrces qui correspondent aux 

deux points b et B, les triangles ABC, abc sont sem- 
blables.. Or les points b , B et c étant- connus, il sutiira 
poùr avoir le centre C de mener BG parallèle à Aejus- 
qu’àla rencontre cle A ç prolongé. • 

f.e temps employé par'le mobile pour aller du point A 
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' . , ’ ’ I f X '' d) '* •' '*• . 

au point B, est égal à J (791) v en prenant l’o- 


- a — ‘2 t , 
- arc cos 


(350). 


riginc des coordonnées au point A. On aura donc, d’après 

l’équation de Ja courbe, 

• * ‘ ’ • ‘ . 

• i r 1 ' \!atix / a 

T F=~r= / - , — \7 ~ a 

Jo V (,JC — * V 2 8 

■J ' " • - ’ >\ ; 

793. Supposons maintenant que les deux points A et B, 
au lieu d'être donnés, soient assujettis à se trouver sur 
deux courbes données CD, EF. On obtient encore une 
cycloïde AMB, située dans un plan vertical. Pour déter- 
miner les points A et B qui fixent sa position, il faut 
recourir à l’équation générale T = o qui est, dans ce cas, 


H 


t/x _ 

Z Sr ^ 


dy 

ds 


fr 


■£*)]. 




+ Sx ' i 


ils 


(x — x,y 

Comme les déplacements des points A et B sur les deux 
courbes sont indépendants l’un de l’autre, on a d’abord 

[ X (î 5jr + I^ + S^)], = 0 - 

Cette équation exprime que le cosinus de l’angle TBU est 
Fig. 1 36. .• nul, BT et BU étant les tan- 

gentes menées par le point B 
aux deux courbes EF et AB : 
donc la cycloïde AMB coupe la 
courbe EF à angle droit. 

Il faut maintenant égaler à o 
le reste- du premier membre de 
l’équation r=o; mais aupara- 
vant on peut la simplifier. En effet, on a pour tous les 
points de la courbe AMB (791) 



= O, 




Digiti 


$ • 


ou 


SOIXAfliTE-DEUXIKME LEÇOK 
dx\ I cis 
2 




d[ X 


ds 


— o; 


d’où l’on tire 




: f ■ • 

Substituant cette valeur dans l’équation F = o, elle se 
réduit à 

o {'$*?- (*f 

Cette équation peut être rendue symétrique par rap- 
port aux variables. On a trouvé (791 ), C et C' étant deux 
constantes, * . , 

; ,X| = C, *X|=C'; 

& té)rpiï: '£. /) 

L’équation ( 2 ) devient alors * , . 

et, en divisant par X, , facteur commun, 

« = % - ■ 

Cette équation exprime que la tangente à la cyçloïde au 
point B est perpendiculaire à la tangente menée à la 
courbe CD par le point A. 

Les constantes et les inconnues r 0 ,yi, z<>, Z| 

se détermineront comme dans les exemples précédents. 

REMARQUE SUR l’iMTÉGRATION DE l’ÉQUATION K = O. 

791. C’est ici le lieu de placer quelques observations 
sur l’équation différentielle 


(>) 


J P (J 2 Q 
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qui, dans certains cas particuliers, peut èlré intégrée plus 
facilement que dans le cas général. 

. V° Supposons d'abord que N soit nulle, c’est-à-dire 
que y n’entre pas explicitement dans V. L’équation (i) se 
réduit alors à , • ’ . _ . . , ■ . 

.■ d P rf ! Q 

. ~dir h d^ =z0 '’ ■ •> 


d'où résulte 

( 2 ) 


^ = C. 


dx 


Cette équation n’est plus que du troisième ordre, si V ne 
contient pas de dérivées d’un ordre supérieur au second. 

2 0 Si M = o, c’est-à-dire si x n’entre pas explicite- 
ment dans V, l’équation K= o se réduira encore au troi* 
sième ordre, en prenant j- pour variable indépendante; 
maris on peut encore y parvenir de lâ manière suivante. 
A cause de M= o, on a 


, d’ailleurs 


d V = N dy P dp -+- Q dq, 


• - .dx 


d ' Q 


<. Lt 1 


= o. 


Éliminant N entre ces équations, on aura 


d’où 

(3)' 


' dp (IQ 


équation du troisième ordre seulement. 

3° Si l’on avait à la fois M = o, N = o, l’équation (3) 
se.ramèncrait au deuxième ordre. On aurait alors 


dP 

dx 


d’Q 
dx ■ 
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fl O ; 

• tix 


3t3 - 


v ■ ' 


et l’équation (3) deviendrait ‘1 ••• 

(4) ' V=Qç + c'p + c. 

’ f J * ( 

Voici un problème dans lequel ces simplifications se 
présentent. *• ' 

. . >* i ■ 

795. Problème. — Trouver une courbe plane AMB 
telle, que Faite ACBD comprise entre Vàrc AMB, les 
rayons de courbure AC et BD qui correspondent aux 
deux points extrêmes A et B, et la portion de déve- 
loppée CD comprise entre les centres de courbure C et D 
soit un minimum. 

11 ne peut pas y avoir de maximum, puisque AB deve- 
nant une ligne droite, la surface correspondante serait 
infinie. En prenant une courbe peu différente de celte 
droite, on aurait donc une aire àyssi grande qu’on vou- 
drait. \ - 

Soient MK et M'K' les rayons de courbure de deux 

points infiniment Voi- 
sins M et M'. Le trian- 
gle infiniment, petit 
MK'ÎSr est égal à 



— pds, en appelant p 
/ 1 .' 
le rayon Je courbure 

MK et ds l'arc infini- 
ment petit MM'. On en conclut aisément que la surface 
en question a pour mesure 


a 


> (■ 


■i > 3 1 2 . 

n.r 


r 0 et r, étant les abscisses des points extrêmes A et B. 


1 . 
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Comme la fonclion V ne contient explicitement ni x 
nj j, nous appliquerons la formule (794) 

f 1 ) . : y ••• ' V±= Qry 4- c'p +c; 

■ ' - 1 . ? ■ .. - ' ' 

or Q=-_'(l+Æ • > 

- . i ' , 

ou a donc - . - 


1 C/ 1 J . 


ou 

(a)* 


(* + P - >+/>’ )’ , , > 

■ = --‘t-cprÇ-c, 

- 2 7 2 7 

'•'(» + /**)* , . "'-V'' » 

. - - 1 — — — c p 4- c. 

7 ■ : \ • 


Comme p — 


i -hp’V > 

— — ? cette equapon revient a 

- c ’ p c ‘ ' ‘ 


Soit 0 l’angle MT a: que fait la tangente MT au point 
M(x v ^) avec l’axe Ox.: on a 


cos 9 


. ti 


Ung Ô— /?, sin&— — - ,, ™, r ■ 

' V> 

Par conséquent, / . 

•p = c'sinô ’+ ccys0. 

Soient a et cl deux nouvelles constantes, telles que 
• - • c = — 2 nsina, d ,= 2 ç cosa, . - 

on aura ■ ■ * . * * ■ 

• \ • _ • 

j v 

. . • • « .*>' a = — v'r‘4- c , ■ ■ 

’ ' .2 - " 

“ * c ' V 

. Sin a = — L , COS3I =■■ - ■ ■■■- :i 

. -Vr J 4- c 1 ' . ■ % . Vfc’ 4*- c' 2 ■ . • 

on’a ainsi ' - * _ , - - 

(-3) . . - F — 2 nsio(Ô — a). 

Prenons deaxnôuvéaux axes rectangulaires O x 1 et O ) \ 
tels que x'Ox — *. 
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Si l’on fait 0 — st =± Ô', on aura 

•« , « . , N 0 . . ' • - 

7 . ’ ! p — ■irtsinô'. * ■ 

Formons l’équation différentielle qui convient à ces * 

nouveaux axes. On a - 

1 - ^ . ■ >- • . . ■ 

, •• taniî0'=— » - * • 


d’où 


Remplaçons p par 


in a = ■ • » 

t/.-Æ 

V rfrV ; ^ . 

(,-^V V ; 

\ - iU' J. . , 

— ) valeur qui suppose la 


courbe concave vers l’axe dés ir-i on a 
• • • . • _ ’ - ; ’ ' ' '' ' ' * 

,•#.*; • . Y djr'Y •• _-/*•*?• • / V 

(4) , . ■ 

’ • équation différentielle de la courbe cherchée, par rap- 
port aux nouveaux axes. On tire de cette équation 

’• • '*•' ,‘lr' 1 ' 

. • "f- s»; y.-,.-.-.. 


d’où 

■ ( 5 ) 


<■ \ j.v,J • • 


tir 1 

; 


En supposant la constante c connue, on peut imaginer 
que l’axe des y soit transporté parallèlement à lui-même, de 
tèlle sorte que toutes les anciennes abscisses soient dimi- 
- nuéesde c. L’équation différentielle de la courbe est alors 
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(6) . ^/!== itx \ /- — i, V - 

- • V x -, V 

•i.* . ^ , •. . -- . i 

’ La courbe cherchée est doue une cyclo'tde' dont l’axe est 
* . dirigé suivant l’axe des x, et dont là tangente an sommet 

• est l’axe des y. 4 \ . 

.* V Pour déterminer les constantes, au nombre dé quatre,.. 

• • _ que renferme l’équation de la courbe rapportée aux an- . , 
7_ ciens axes, il faut distinguer plusieurs cas : 

i° Si les points A et R sont donnés ainsi que les, tan- , , 

.. ‘ gouttas à la courbe en ces points, l’équation’ T = o est ’ ' ■ 

- satisfaite identiquement; car on a Jx 0 = o, é^v==o, v* 

•• - d/z 0 = o,.... On aura Ifs quatre 'constantes en substituant 

les coordonnées des points A et R dans l’équation - de la 
.. courbe, et em exprimant que les tangentes çn ces points 

* - i ,• * *• f *■ ». 1 • 

■sont données. ^ •*' • 

2 ° Si l’on donne les points A et R, sans donner les tan- 
gentes à la courbe en ces deux points,' l’équatiou F =3'o . •* 

’ • deviendra , 

.Q.o/j, — Q,à^,=ço,i *.'• « 

; . .. et comme les variations op t et d/i 0 sont indépendantes 
Vune de l’autre, il faut que fou^U séparément' r 

, - Qi — 0» — °r • 

on a trouvé,* généralement, '' , • 

WZr -, \vv- V: 

■>’ 2«’ • 

7. ' ,.-r . , ■ f , . 1 _ 

et comme i 4- ]>' ne peut pas être nul, il faut que l’on ait 

■ 4 ■< 7*V.V* *■ ^ ’ ? *=.*'•..'■ 

On déduit de là qnéle rayon de courbure est nul aux 
points A et R : ces points sont donc les points de rebrous* 
sentent de la Cycloïde . * 

3° On. peut se donner. Jb point A ainsi que la tan— •' 

- gen te* la cycloïde en ce point, et supposer que le point B 
dot Vu so trouver sur-une courbe donnée 
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. • *» * , * 

- Dans ci; cas. l’équation ra=t> se compose de deux pais- 

liés : un terme contenant dx,, et le terme Q,dp , ; 3x, et 

a p , étant des variables indépendantes, on' doit avoir 

Qj = Oj d’ôù qi ' — 4ç n Ainsi le point B est encore un 

point de^rebroussement de la cycloïde. « 

*■ M IX1MUM OC MlKIMllM RELATIF. '• . , 

’ • / *. •* • # • 

. 79B. Dans le$ questions précédentes, il s’agissait de ‘ 
rendre maximum ou minimum une intégrale définie 

'VuaXy sans autre condition. On peut ajouter ?u 

•V 

‘problème la condition qu’une autre intégrale définie 

I \j(lx ail une valeur déterminée /. Par exemple, soit 

proposé de trouver parmi toutes les courbes planes de - 
même longueur /, terminées à deux points A et R, celle * 
dont l’aire comprise entre cette courbe, l’axe des abscisses 
et les deux ordonnées extrêmes est un maximum. La 
question consiste à déterminer y en fonction de X, de 
telle sorte qu’ayant _ • j *. • 

• *. • "■ J "* <*' " 

/ dx y/i -+* p 1 — /, 

• . > A» , ' ..•;••• V * 

' r T < /. . v;.* 

I’intégralé J ydx ait une valeur plus grande ou plus 

petite que si l’oit remplaçait^ par toute autre fonctiou de 
x, satisfaisant à l’équation précédente. Ou dit alors que 
l’intégrale admet un maximum ou un Minimum relatif. 

797. Supposons' qu’il s’agisse de rendre maximum-l'iir- 

„ » * * •< > * 

J p x i > 

I Y dx, avec la condition 

r . • ' : / . • v -j ■ ‘ ' 

. , pr, ' — 

(l) »■ / Urêr = /. • 

Jx, - 

Les variations de ces intégrales doivent être nullès, 


- f - 
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si L’on compare la fouctiop île x cherchée avec celles qui 

C x ' ■ ■ ’■ . '■**" - 

ent à I U dx la même valeur. On doit donc 


conservent 
avoir 

t 2 ) 


> x r 

5 / < V^/jr =; o, 5 1 ürf/“o. » 

En développant ces deux conditions comme on l’a fait 
■ pour le maximum absolu, on a deux équations, telles que 

‘ (3'1 • ‘ r I K *»<£* = O, ^ 

ex. 


(4) : »+ f ' 


L » rfr = o ; 


T, 0, K et E sont des fonctions que l’on formera comme 
il a été dit plus haut. Mais ici il ne faut plus poser séparé- 
ment T= o, K — o, car w n’est plus une'fonctiou entiè- 
rement arbitraire de x. Pour trouver. les conditions qui 
doivent être remplies dans ce cas; il faut d’abord élimi- 
ner w. Posons- ; • 

* '• , • j\ x \ . - ’ *• .. ‘ - 

{JS) v '• ■ I L«*<<r f* ?(•*)>•.' * . . . 

Jx, ' . . • . ■■•'.* • ' 

' r r < 

d’où ' , ■?(•*>)=' r> * t* L(,)</x =■<?(*, ). 

’ : • »*** ■ ■ .*. ’ . • ■ ; • 

Par conséquent, • 

- 0 -4^ f(^i) — o, " ou sà— 

Il résulte de là, à cause de l’indélerminatiou de >o, que 
, y(x) est une fonction arbitraire de x, assujettie seule- 
ment à s’annuler pour x^= x 0 , et à devenir égale à — 0 
pour Or on a, à cause de l’équation (5), 

: : A ■- • .1 d.f !•*•) . 

fj K' ' — ~ — « - - * 

- L - 1 * 

* < » . . a . v 

• , • . . \ 

Portant cette valeur dans l’équation (3), on a 

- r*> R , -, 

• / -I'-h f- : -</f(x)=0, , . ' 

. t. . : » * v * . ■ *Jx a ' * . ? 

* - * * •* ' • * 


\ 

y t 
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ou, en intégrant par parties, 

,.<*> 'i‘- =?"• / /•••■.•. . 

Comme c^(x} est une fonrtion arbitraire dont on donne 
les valeurs seulement pour x = .r 0 , ,r = .r J , on doit avoir , 

’ '• séparément ' ^ , . • ' _ . •« - 


# •' d ir)=°> 


( 8 ) • 


' \ L ) , 0 ~ ° ’ • 


. : • i ■< •• . • . 


■ * La première donne 


■ >. =' — a ou K. -f- al, — p, 

. _ L f ' • 

*• •* < ’ . ^ •» •***•* 

« désignant une constante arbitraire. La seconde eondi- ' 

. _ » K ’ ’ 

>* tion devieut«r-+- «0 = 0^ puisque y- ayant une valeur'* ^ • 

constante — a, on aura j < ‘•a. On a donc les 

deux équations „ ;• v • . * * • 

'{9) . r -h <ï0 = o, K-f-«L'== o. '/ 

. ' On aura donc une constante de plus que dans le cas. - • * . 

. où l’on recherche un minimum absolu, mais on a aussi * v 

* . ; i " * ^ . ' 

une équation de plus " , - • * ' 

r-** 1 ■ • - • * i 

v î •* - * r ° * ■ + * * 


U dx ~ l. 


798 . Si l’on avait cherché le maximum de L’intégrale 
définie • 


•. on aurait été conduit aux deux équations (9). Par con- 
. séquent la recherche du maximum relatif de l’intégrale 

f y rlx j lorsque l’intégrale / Udx doit conserver 

Jx, ■ .• - Jx , • ; }' 
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une valeur constante, revient à chercher le maximum ab- ■ 

• **,••• i t 

solu de l’intégrale I (V-f 

C’est ce qu’on peut d’ailleurs justifier par le raisonne- 1 


ment suivant. 


• a 

, Si | (V - 4 - « U ) /V# est un maximum, pendant que 

, *^ x . . ; v '• • •• . 

/t*, ■ . . . y , ' » • > •• 

I U^r conserve une valeur constante et égale à /, U' < 

Jx* , .. - •• - . J . - • ,* . » 

et V désignant des fonctions peu différentes de U et de 
ou doit aVoir 

... . V ' • y ^ ‘ , V * ’ 

(1) f *(V + «U )dx> f '(\' + aV')d*, . ■ 

( 2 ) 'f*‘v t /x==T X, V'dx==/; 

’ , .J*, -y*.- ’ 

donc ' • ■* .. ' C . J ■ *• . • .• 

■ V. • •'/•*; .* • /••»•, * • . • 

(3) f vdx> f ; v'rfir • ‘ • ' . 

J*i • «/x. . . ' • - • • •». " . 

. . . <• r • * . . 

. ‘ ' ■ /» x i • * • * . 

ce qui montre bien que I, V dx «st un maximum lors- 

'-que la condition f U dx = l est remplie. Réciproque- 
ment, de l’inégalité (3) et de l’égalité ( 2 ) 011 déduirait • 
l’inégalité ( 1 ). * y V ; . 

1 . ‘ PROBLÈMES SUR LES, ÎSOPÉRIMÈTIIES. 

. 799.- Étant donnés deux points C et D sur un plan , 

Fl l>- ’4 U - trouver parmi toutes les cour- 

bes de même longueur sitt.ées 
dans ce plan et terminés aux 
points C et D, celle pour laquelle 
l'aire ABDC est un maximum. . 


y 


JP 


A 



j. 


m 

* / 1» 




, . 


* 

• « 


ï' .’ * • - 1 



V y . • 

r*. • ... 

I \/rt*' -h é/‘ = I, • • • 

• v : . • » ‘: 

. * * i- . ' 


On doit avoir 

fiï v,m t 


♦' * 
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et il faut chercher le maximum de l’intégrale x: J/ljC. 
D’après la théorie précédente, on devra chercher le maxi- 
mum absolu de l’intégrale / {ydx -+-a \/dx' -hdy*) , 

a/X # 

c’est-à-dire poser 

X r, ' ' , .*■ 

(ydx -h a ^dx 1 + dy') = o. • . 

. Comme les limites x 0 et x, sont fixes, la partie de la 
variation désignée par T est identiquement nulle. On peut 
en outre ne faire varier que jr* On a ainsi 

(?) - jf (r + <Mx = °, 

ou, en intégrant par parties et négligeant la quantité pla- 
cée en dehors du signe J', qui est nulle, 

et, en égalant à o le coefficient de dx, 

d {^ +a t) = °\ ■ * •' 

dx 


d’où 

(3) 


y+a ls =c 


Remplaçons ds par \jdx '~ (- dy % , et résolvons par rap- 


port 

à dx. 11 viendra 




~C)dy . 

i 1 



[r-cy 

d’où 

x — e — 


et 



(4) 

(x — c)‘+ (/ 

— c'y — a\ 


Ainsi la courbe cherchée est un arc de cercle. 

H. 5* édition. 
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800. Problème. De toutes les courbés isopérimètres 
que Von peut tracer sur un plan entre deux points don- 
nés A et B, trouver celle qui t en tournant autour de la 
droite Ox, engendre la plus grande ou la plus petite 
surface de révolution. 

Il faut chercher le maximum ou le miuimum relatif de 
l’intégrale / yds, avec la condition 

s ■ £*■>*■ 

La questiou se ramène (798) à la recherche du maximum 
ou du miuimum absolu de ' 


f. 




et comme a est une constante, on obtiendra le même ré- 
sultat qu’en cherchant le minimum absolu de J'jds, 
problème déjà traité (790), et qui donne la chaînette. 

801. Problème. De toutes les courbes isopérimètres, 
trouver celle qui engendre le volume de révolution mi- 
nimum. * 

L’équation du problème est, dans ce cas, 




dx ads) — o; 


comme les deux pqints A et B sont donnés, on peut ne 
faire varier que x et faire abstraction de la partie T, qui 
est identiquement nulle, puisqu’il n’y a pas de dérivée 
d’un ordre supérieur âu premier. D’après cela on aura 


d’où 




dx 

*+ a «= e ’ 


f' r 
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On déduit de là, en remplaçant ds par \Jdx* -t- dy*, 

Ay' — C ) (l r 

. , . ■ ‘ , T T t . . 

v/o 1 — (/* — c)’ . 

équation différentielle de la courbe élastique (572 J. 

; • 802. Problème. Déterminer In courbe qui , par sa 
révolution autour d’un axe ( l’axe dos x) engendre la' 
surface minimum qui renferme un volume donné. 

• Ce volume étant 7T J y'dx, et l’aire in J'yds, il 
faut poser (798) 

(l) sJ* [y 7 dx-y layds) = o, 

• ^ • . . • t 

a étant une constante. 

En considérant comme tixes les deux extrémités de la 
courbe, on peut ne faire varier que x, et comme la formule 
• " ds- c= dx 7 -\-dy 7 


dont 


on aura 


n 


' dx 

«î ds = — dS x, ' 
ds 


dx 


r 1 -1- lay —y 1 dix. — o. 
ds 


En intégrant par parties, et faisant <î,r=:o aux deux 
limites, on a , • - * 

J S-r.d (y 7 - f- la = 0 5 

d’où l’on conclut ' - 

' . • ‘ * ( 

dx 

y 7 — lay — = une constante C. * 
ds 

Chacune des constantes a et G pouvant être positive ou 
négative, on peut écrire : 


i dx . , , 

y 7 ±iay — ±o 2 == o, 


et de là résulte 


(*j 


dx = 


(y 7 ± b 7 ) d'y 
\jf\a 7 y 7 — {y 7 ±1 b 7 ) 7 


8i; 

; "*»' - 
l mt 
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C’est l’ équation différentielle de la courbe cherchée ; le 
radical doit être tantôt positif, tantôt négatif; il change 
de signe quand y devient un maximum ou un minimum. 

Si la constante b est nulle, on a un cercle ou l’axe des x. 

Si b n’est pas mille, 1 équation différentielle ( 2 } appar- 
tient à la courbe décrite par l'un des foyers d’une ellipse 
ou d’une hyperbole qui roule sans glisser sur l’axe des x, 
comme l’a déntontré M. Delaunay, dans le Journal de 
Mathématiques de M. Liouville (*). 


EXERCICES. ‘ r : ’ 

i. Déterminer, parmi toutes les lignes d’une longueur donnée 
et terminées à deux poinls fixes A, .B, celle, pour laquelle la somme 
des prodidts de chaque, élément ds par le carré de sa distance à ta 
droite AB est un maximum. ' >' 

Solution. On prend AB pour axe des x. La question se ramène à 
l’intégration de l’équation 

%. La ligne minimum sur une surface développable se trouve par 
des quadratures. 


(*) Tome VJ, p. 3og, et une note <le M. Stnrm, p. 3i5. 
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NOTES. 


.'-NOTEI. 

SUR UN CAS PARTICULIER DE LA FORMULE DU BINOME, 
par M. E. Catalan. 


( Exlrail des Comptes rendus de l' Académie des Sciences, iRS’j, t. XLV, p. 6ai.) 


rh . rn [ni — i ) 

iH — *4 ’-ar 

i . i.a 


• Les ouvrages les plus estimés, par exemple le Cours d’analyse 
du profond et regrettable Sturm, n’indiquent paà ce que devient la 
série 

, W(/H-1)(W-1) ■ ^ 

I.2.Î . * . 

quand on suppose r- ± i. Cette lacune peut être aisément com- 
blée comme il suit : • 

1 . LemmeT. — Le produit n, u n K„ +1 ..., dans lequel on sup- 

pose pour plus de simplicité u, > u- 7 > u 3 . . . > u n > u n+l , . . i , 
converge ou dfverge en même temps que la. série 

1«, 4- 1^,4- . • • -M «„■-(- t« n+1 .. .- (*). _ 

( *)-Cette proposition, qui est évidente, peut être fort utile. Elle prouve, 
par exemple, que les produits 

3 J |3 SI n’-t-fl-t-l 

• I 5 II I g . n — I . 

. e-I-i e’-f-l e»-i-i . . 

* e — î e • — » e“ — 1 


sec a sec - • • • sec - . 
a n 


sont convergents, et que les produits 
a 5 10 


■ 3 7 n’ — n -+- 1 

(1 -+- tanga) -+• tang + ' • 

peuvent dépasser toute limite. 
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2: Lemme II: m étant une quantité positive, moindre que l’unité, 
li produit 


P. = -- 


3 


m m — f-> 1 ni 4~2 àt + n — 1 . 


croît indéfiniment avec n. 
-, En effet , 

Ihn 


Ihn «I — — = lim «l( i-t- ; — ' \ = 

m-j-n — i ■ \ m -J- n — i J 


* " * 

l r— w : 


donc la série qui aurait pour terme général 1 ^ ■ — j- est diver- 

gente^*); donc le produit P„ est divergent (Lemme 1). 

. . ’ 3 ’ - . ■„ f 

3. Lemme III. m étant une quantité positive, comprise entre deux 
nombres entiers positifs, p — i , p, le produit ■ ' 

p-\-i /> + » «4-i 

, . p — m pfi - 1 — m n — m . . 

croît indéfiniment avec n, 

4. Théorème I. m étant une quantité positive quelconque, on a 

m m (m — i) 

1 * - 1 ^ 

(K) 


1.2 

t 


4- 


m(m — i) ...l^m^-n+i) 
_ J 1.2.3 :..n- 

Le reste de la série (A) est (**■) 

> tn ( m i y, . , ( m — n) 


(*+iJ . (i 4'®) 11 


Soit p le nombre entier immédiatement supérieur à m : on peut 
écrire • 

n _■ ± m ( m ~ 0 •• ■ i m —p±') 

■ 1.2 ...p 


p — m p 4-i — m 


n — m 


X 


p + 1 p + *\ «4-i (i4-er-“ 

K t 

Des trois facteurs de R, le premier est constant, le deuxième a pour 
limite zéro (Lemme III), le troisième ne surpasse pas l’unité; donc 
fira R = o. ^ 


( *) Comptes rendus, t. XLItl, p. 6 j". 
(**) Cours d' Analyse, t. f,"p. ni. 
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5- Tukohème 11. //< étant une quantité positive quelconque, on a 


(B) 


m m (m — i) 

o — I 1- — — . .. 

i j .a 

-h *)• • •("* — tt+ ') 

i .a ... n 


La démonstration ne diffère pas de la précédente, pourvu que le 
reste soit tais sous la forme . 

R- = ± p-H) \ • 

\ î.a ‘ P 

x f J + 1 -1" ■ . ■ x [t y 0)-* («). 

P + i P -+- » «+• 

6. Théorème IU. m étant une quantité positive, moindre que 
l'unité, on à ’ ' 


(C) 


i 7» , /«(/w + i) m(m+i)(/M-t-a) 

â" — J— T " 1 TTa i.sr .3 

m (m -h i) . . . (m + n — i) • . 
afc ■ ' • — • • • • 


i.a.i . « 

Dans ce cas, l’expression (lu reste est 

R „ _ ± m(m+lj...(m-hn) _ 


i. »...(«+•} 

donc (Lemrae II) lunR’ = o. 

7. Il est évident que la série (C) cesse d’être convergente à par- 
tir de m i , et que la sérié 

1 . »« (<” +») ( w -4- a ) i 


i .a 


i .a. 3 


est divergente pour toutes les valeurs positives de m. Les Cas dont 
nous nous sommes occupé sont donc les seuls qui présentent quelque 
intérêt. 


(*) Cours d’Anolj'se, t. I, p. Il 4 - 


. Digitized by Google 



r 




3a8 


COURS D ANALYSE. 

f ' 

NOTE II. . . 

SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES (*), 
par M. Despïïrobs. 


L’intégrale sous forme algébrique de l’équation ' • 

d. r ' djr : * 

• \J i — x 1 \J i — y 2 •* • ' 

s’obtient aisément, comme on sait (?), au moyen d'une intégration 
par parties. En mettant cette équation’ sous la forme v 


on en déduit 


dx y/ 1 — y* -è-dy — x* = o, 


f 


j dx y/ i — y* À- f dx y 1 1 — x 1 = constante. 
Or, en intégrant par parties, on a • • ■ ' ■ 


/ ; • r x rdr 

dx v'V-P = X vi— y ' 1 Tf- J y : _y 


(•*) Pour l’intelligence de cette Noie, il est nécessaire de savoir que l’on 
donne le nom d'intégrales elliptiques aux intégrales suivantes dont la se- 
conde représente la longueur d’un arc d’ellipse 


espèce. ■ f f 

V i — c 1 sin* 


sur? 


a» espèce. j' ^ dp y/i — c* sin’p , 

y espèce. f ? - - d¥ 


J Q (n-n sin’p) — c* sin 5 p 

v 

Si l’on pose x_= sinp', l’intégrale de première espèce devient. 
%x dx * 


X 


o V— c'x % 

(**) Voir, par exemple, Lacroix, Traité du Calcul dif/érentn>l ri du 
Calcul intégral, t. Il, p. 47$. 
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• •/■ 


(fy y i — x l =,r y i — x 2 -f- 


/ xjrlx 

\J\ — X- 


Ajoutant et observant que les termes sous le signe j donnent nne 

somme. nulle en vertu de l'équation différentielle proposée, on 
trouve l’intégrale algébrique » 

• I - • .V • ■ * . 

x yi—y‘ -4-/. yï — j? 2 ~ constante. 

- " -s 9 - , i f 

La constante arbitraire qu’elle contient pst -la valeur de y pour 
y = cr. Posons . 


r x (Le 
J O l — x'i 


a, x = sin a, V i ~ 'x‘ — COS a, 


et de même 


fy**- 

Jo y i — y* - 


Nous aurons 


(3, _y = sinp, y/i — y* — cos§. 


■ d a -y #/{3 i= o, 


. a -f- « - • * 

7 étant une constante. D’ailleurs, pour « = o, on a 
x=ro, £ -7, y — sin7- 

La constante de notre intégrale est donc sin7. Par suite, il vient 

sin 7 • pu sin ( a -j- p ) — sin a cos (3 -+- sin f3 cosa. 

C’eSt la formule fondamentale de la théorie des fonctions circu- . 
laires. 

Le même procédé s’applique facilement à la recherche de l’inté- 
grale d’Euler qui donne la formule fondamentale de la théorie des 
fonctions elliptiques. * .. . _ ; . - „ 

Soit, en effet,' 

f/x • tir 

. ... . ■ ...- = -I- — . - — o. 

y i -j- x J y i — c x 3 y i — -y‘ \ I — rj™ 

En multipliant par le-produit des dénominateurs et' divisant par 
i — eV/, on a . 


«/ i — J i — • r’ary’ • y 


constante. 
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Or, en intégrant le premier terme par parties, on obtient 

Y 

’ y/i — y 2 \J i — c’y . x y/'i —.y y/ < — c’y * 

i C X 1 y - I — r c 2 x 2 . . . 

(i-4-c*)(i-p;C , J? , y)'» Si ac , Æ*"»-ae , y r. . 

.. (i-^’y)’ ’ " : /i - y ^r— cy- 




-/ 


-+- / 


^ aC> / (V3y> -7ÿ yV^t/.-eVr/r- ■ 

r «jr* 

En échangeant entre elles les deux lettres x et r, ôn aura le second 
terrhe; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe / 

• • i • ‘ - • 

donnent une somme nulle en vertu de l’équation différentielle pro- 
posée, on trouvera ’ •*. • ‘ ' 


’ J V /l -f ^ ~ = constante. ■ 

i — e’j^y 

• ‘ ‘ t J. • 

La constante du second membre est la valeur de .7- pour x = o. 
Posons 

r x . dx /*, 

/ , . . < . „ ! 

. . x =; S ( a ) , r — ; x'* = C(a), yj I t-?x’ = R (a), 

et de même . 

f' ' djr _ ■ ■ ... - . .. 

X c V 

y=S(P), v^Tÿ^CïP), . ; - 

Nous aurons < • - ' ■ 

« . . ‘ . c/a-i- dp =ô, 

d'où v • ' " ’ • 

a + P = V, 

7 étant une constante. D’ailleurs, pour a = o, on a 

' x=o, (3 = 7 ,' yi=S( 7 ). ' •. ÿ 

* 4 , * ‘ ♦ 

La constante de notre intégrale est donc S (.7). Par suite, il vient 

soi » 


*(* ) Dans oclle intégrale, la variable x doit être prise toujours moindre 
que l. Si Ton fait x = sine?, alors l'angle 9 est appelé X amplitude de l’in- 
tégrale «. J a c obi le désigne par am « et pose x= sin am a. P. 
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C'est la formule fondamentale de là théorie des fonctions elliptiques. 

Elle donne S (a — p) en changeant le signé de S ({3). On peut 
aussi en déduire C (« ± fl) et R (a ± p). 


<■ t 


•; • ./ NOTE III. 

ANALOGIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
A COEFFICIENTS VARIABLES, AVEC. LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES, 

, par M. E. Bit assume. 


1° Considérons l’équation différentielle linéaire à coefficients va- 
riables ; • : ‘ > 


{ , 1 x — -F- P - ' 

' ' ~ dc m T 


+ 0 ^ 1 + 


dJd“- 


...+ T |+ D r = 6. 


De l’intégrale de cette équation on déduit par les quadratures 
celle de X M = /(.r); aussi, dans tout ce qui suit, nous supprime- 
rons le terme fonction de la seule variable x. _ , 

L'intégrale complète de X m = o est la somme de m intégrales 
particulières distinctes, que nous appellerons les solutions de cette 
équation. Une intégrale y=c,-}(x) ost distincte, si 4>(x) ne peut' 
être décomposée par addition ou soustraction en d’autres fonctions 
dex, qui. égalées à y puissent satisfaire à X„ = o. 

Cela posé, rappelons que Lagrange, dans son Mémoire intitulé : 
Solutions de. différents problèmes de calcul intégral, a démoptré 
que, si on connaît p solutions c,y„ c,r„ . . . , c f y p de X m = o, on 
complète son intégration en effectuant celle d’une équation linéaire 
d’ordre m — p. M. Libri, en i836. a donné de PeStensiou à cé 
théorème en démontrant que, si uno équation linéaire X p ==o (l’in- 
dice p désigne l’ordre), non intégrée, est telle néanmoins, que ses 
solutions inconnues satisfont à X m — o, l’intégration de cette der- 
nière dépend de celle de l’équation d’ordre p et d’une autre équa- 
tion d'ordre m — p. U est à remarquer que si l’intégration de X p = o 
est nécessaire pour savoir si les solutions de cette équation appar- 
tiennent 1 à X„ = o, ce théorème rentre dans celui de Lagrange. 

Mais on peut établir un théorèmp général comprenant ceujç de 
Lagrange et de M. Libri, dont voici l'énoncé : Si des équations dif- 
férentielles linéaires, 'd'ordre m, m’, m",,.., ont p solutions com- 
munes, on trouve, par un procédé analogue à la recherche du com- 
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mun diviseur algébrique, P équation X p == o qui donne ces solutions, 
et t intégration des proposées est ramenée à celle de X p = o et à 
celle d’autres équations (Tordre m — p, ni' — p, nf — p. 

a° Si dans l’équation linéaire X = o d’ordre quelconque on pose 
r = on tnouvè une transformée dont la loi est donnée ( 46 ° Leçon, 
'n“ 589 ); nous l’écrivons ainsi : 


X«+'X^+"X-^U. 

(IX 1 . 2 . dx 


I 


/ fiu‘ 

+ [ m 7G 


+vA££i. 


(Pu 

' 1 . 2.3 dx* 

d m il 

' dx“‘ 7 °‘ 




. Les fonctions 'X, "X,. . ., d’ordro m — 1, -m -r- .*., se forment 

comme les dérivées du polynôme •’ ' .• 

i" 4- Pa 1 ”- 1 T z + U z 4 À 

^ce polynôme est la fonction X dans laquelle on a fait r ~ = z'j , 

• * j, dŸ 

par rapjwrt à s, en remplaçant ensuite -a par ^ et s*.parj. D’après 

cette loi, il est clair que si dans 'X, "X, . . . , on remplace e par vu, 
on aura des transformées 


TU + -xg + -.. 


' 1 ; d u 

ou *X«+*X 

. ,dx 


pareilles à. (a). Nous appellerons 'X, "X, "X les conjuguées pre- 
mières, secondes, troisièmes, de X. La relation (a) nous servira à 
démontrer lès théorèmes suivants : - ' - 

, Théorème de Lagrange. — Si on connaît p solutions, c,/,, c,y v ..., 
c p y p de X = o d'ordre m, son ' intégration sera ramenée. à celle 
d’une équation. d’ordre m — p. ' 

En effet, supposons ysxy^u : il suffit de faire dans la transfor- 
mée (2) v—y,', puisque j, est une solution, son 'premier terme sera 
annulé, et 'X, ’X,. . ., deviendront des fonctions connues de x. Il 
restera donc une équation en u d’ordre m qui s’abaissera à l’ordre 

ni — 1 en posant ^ — u'. Or, puisque r== y,u, les valeurs de u 

correspondantes à y —y, = y 3 y p sont 

T- - r r 


? 

r. 

é ~ du 

et celles de «' = -f- sont 

. - . dx 


r, 


"(S)- ■'&:) 
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On connaît donc p — i valeurs de «' qui satisfont à une équation 
linéaire d’ordre m — i, 

' ’ . 'Xu'+.'X— ^ + ...= 0. 


- Cette équation, par une transformation pareille à la précédente, 
pourra être abaissée à l’ordre /« — a, et par une suite d’opérations 
semblables on arrivera à une équation d’ordré m—p. . 

Nous avons rappelé ce mode de démonstration', dû à d’Alembert, 
P?rce que son application à liquation X — f(x) conduit, lors- 
qu’on connaît les, m intégrales particulières c,jr, , r, /„..., c m y m 
de X — o, à l’expression de la valeur de y au moyen d'une intégrale 
multiple, qui peut être remplacée par la somme de m intégrales 
simples, ne différant l’une de l’autre que par les indices des lettres; 
on trouve pour la valeur dé y ~ - 


( 3 ) 


PnXn 



' f(x)dx 


r d ( jvA~i ■ 
: < l ( \ d <^\ /„ / 
lftx \ y. J A J y. 

-dx\ X;:/ J 


La sommation s’étend aux indices n — 1, a, 3 ,„. m, et le déno* 
minateur sous, le signe d’intégration est le, produit de m facteurs; 
chacun de ces facteurs, à partir du premier, es( la dérivée, par rap- 
port à x, d’une fraction dont te dénominateur est le facteur précé- 
dent èt le numérateur ce même facteur dans lequel le plus fort 
indice de y est augmenté d’une unité. Après la formation complète 
du dénominatéur, on diminuera de m les indices qui dépassent m. 
Second théorème — Reprenons la transformée 

(») .. , . .. . x'«+'xg+.. .=*>,. . . ... 

. . . ... ' « 

qu’on déduit de X=o en posant /=/, u. Si/, mis à la place de 
e rend milles p fonctions, X, 'X, . . . , te-^X, l équartion X = n 
aura p solutions de la forme/,, ±y,, r 7 y t , x p ~'y t (nous suppri- 

mons les constantes pour (dus de simplicité dans l’écriture). En 
effet*, dans notre hypothèse, (a) devient 


(»>X 


d p u 


<»+')X 


d p+, ti 


-y, 


d m u 

d.rf" 


: O, 


i.a. 3 p dx p ' “1.3..,^+! ffae+‘ 

Or cette équation a pour solutions 

u = \ = x — x 1 . . . — . 

Donc, puisque y—y,n, on aura p valeurs de/, savoir : /,, 
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■x p ~iy L . Nous appellerons les intégrales particulières de cettô' forme 
des solutions conjuguées; xj, est conjuguée dè j, et x" + 'j, de x"/,. 

Bu second lieu,’ si X = oa/i solutions conjuguées /,, xy , , : . . , 
af~'y i, chaque fonction !X, "X, "X,. i aura les solutions conju- 
guées de celle qui la précède dans le développement ( a}, à l’excep- 
tion de la solution pour laquelle le facteur x a le plus fort expo- 
sant. *' ' v 

' Si, en effet, on supposé dans la relation (a) ù = -x et » égal suc- 
cessivement à j„ xy,. dans toutes ces hypothèses la 

transformée se réduira à 'X = o, puisque les valeurs de « sont des 
solutions de X = o. Ainsi 'X = o a pour solutions /,,', x/,, .. 
x* - */,". En faisant la transformée de 'X, on trouvera de même que 
/,, xj,,.-.., x'’- 5 /, sont solutions de "X — o, et ainsi de suite. ' 

Ce théorèrrte comprend celui que d’Alembert démontre dans le 
cas des équations différentielles à coefficients constants, lorsque 
l'équation algébrique de laquelle dépend la solution a des racines 
égales (4 G' Leçon, n° 390). r ■ ' ■ 

Corollaire. — Si toutes les solutions de J X = o sont j ( , 4 /, , . . . , 

X= o aura les mêmes solutions et, de plus, la solution X* -1 /,, 
car on peut toujours concevoir une équation d’ordre m qui 

ait toutes lés solütions ci-dessus ; or, en formant la conjuguée de 
'•X jn = o, savoir 'X„; = o, celte dernière aura m — i solutions,/,, 
x/ ( , . . x* _ï j ( : elle sera donc identique à 'X, donc aussi X„ sera 
'■ identique à X. , 

Troisième théorème. — Si dans la transformée (i) de X = o oii 
fait /=>/, et« = e“*, étant une solution de X = o, el x une * 
quantité très- petite, celte transformée deviendra 

i.a i.a.3 

' En changeant a en — a, on aura le résultat de la .substitution de 
y=y,e~ ax - Si à cause de la petitesse de a noua négligeons les 
termes dans lesquels cette quantité est élevée à des puissances su- 
• périeures à la première, on voit que/, ==i|< r (xj étant une solution 
de l’équation X = o, les substitutions > 

/-$.(•*)*“*» /—'!<, 

. donnent des résultats de signe contraire quel que soit x; ces deux 
relations pourraient être représentées par des courbes très-rappro- 
. chées comprenant la courbe / = (x). 

Mais si j = ij> t (x) annulait X et un nombre impair de fonc- 
tions "X, X, .: ., les résultats de la substitution seraient de même 
-signe. 
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£n second lieu, si on donne les équatious dé deux courbes très- 
rapprochées, telles, que l'ordonnée de l’une d’elles soit toujours 
moindre que l’ordonnée de l’autre, et si la substitution des. valeurs 
de ces ordonnées en fonction de x, dans X = o, conduit à des résul- 
tats de signe contraire, il existe entre les courbes . données une • 
courbe dont l’ordonnée représente une solution do X — o. En effet, - * 
les équations des deux courbes très-rapprochées peuvent être mises 
sous les formes 

y-'e A*) <;*?>(*), y = e/( x ) «?/(■*), 

y(x) et ?, (x) étant des fonctions constamment positives; or, la 
substitution de cps valeurs dans X =- o ne pourra fournir des résul- 
tats de signe contraire que si le premier terme de la transformée, 
savoir Xe'^^ ou Xe — “FiW, est identiquement nul, puisque ce 
terme est incomparablement- plus grand que ceux qui ont a pour 
facteur. Donc y — doit être une solution de la proposée. 


RF.CUERCHE J>ES SOLUTIONS COMMUNES. , 

3° Pour déterminer la fonction qui, égalée à zéro, donne les solu- 
tions communes à deux équations linéaires = o, X m = o, dans 
le cas où il en existe, nous formerons la suite d’égalités 

<l» 


(A) 


X. t ,^(XJ+X w .„. 


r/e- 


dxf 


-(XJ+X, 


■•W-p-2» 


X - = M S (X - ) + N(X - ) ' 

- . . ' * ,- . • - 

K, L,. (,, M sont des fonctions de <x déterminées de telle sorte, 
que les termes de l’ordre te plus élevé soient les mêmes au premier 
et au second membre; les restes, comme l’indiquent les égalités, 
s’obtiennent par de simples soustractions. Or, il" est évident qu’une 
solution/, qui rend identiquement nuHesX„ 1+) , et X m et, par suite, 
les dérivées dé ces fonctions, annule aussi le» restes X WI ., , 
X„ +r _,, ,. .,_et réciproquement une valeur de/ qui annule un reste 
et X„ satisfait aussi à la proposée X„, f = o. Nous avons supposé 
que notre dernier reste a la forme NX m , N ôtant une fonction de x ; 
dans ce cas, toutes les solutions de X m ;= o appartiennent à X ra+ , = o, 
et l’élimination des restes successifs conduit au développement 

(5) X M+ ,= ^(XJ + K,^l(XJ+...+ M,^(XJ+NX m ^o, 
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Sous cette forme, et en prenant \ m pour l’inconnue, il suffit pour 
sa détermination d’intégrer une équation d’ordre p, et on trouve ainsi 

' : X m = c, j, +<,*,-+*• •• • + v, =/(*); 

intégrant ensuitO'X„ = o et faisant usage de la formule (3), on a 
l’intégrale complète de X m+J> = 'o. 

Si la dernière égalité du groupe (A) est 

X„ +1 = M ^(XJ + X;, 

on fera 

' X' m =.PX M +X M _,, . ( 

en déterminant P de telle •sorte, que le terme d’ordre m soit le même 
au premier et au second membre. Par ce moyen, on- posera la suite 

d’égalités . 

d 


X„ 


M^(XJ + p X. 


K B ) 


X,= Q Æ .(X_, ) + 0X„_, + X m . ïJ 


X, +1 = S ^(XJ + S 'X,. ; 

Si on parvient à une égalité qui présente au second membre deux 
fonctions égales X„ on arrêtera l’opération, et par L’élimination des 
restes successifs des groupes (A), (B), on développera X m et 
sous forme d’équations linéaires d’ordre m—k, m-\-p — k, qui 
•auront X,. pour inconnue. Si la suite d’égalités conduit à un reste 
jr.y(x) qui ne peut être annulé par une valeur de r exprimée en x, 
on conclura que les équations différentielles n’ont pas de solutions 
communes. - •• 

De ce qui précède^ il résulte qu 'il est toujours aisé de trouver 
la fonction qui, égalée à zéro, donne les solutions communes à des 
équations linéaires, et si cette fonction est d’ordre A, on pourra 
abaisser de A unités les ordres des équations linéaires. 

* * ( ' ' 

COMPOSITION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

On veut former une équation différentielle qui réunisse les solu- 
tions de deux équations données X m =.o, X p = o. Désignons par 
X„ + , le premier membre inconnu de l’équation cherchée, nous 
pourrons le développer sous les deux formes 

f [r~ ' • • 

M-.,. + Q(XJ, 




IH-K 


£(X„)+K' 


dx>" 

d m 


<lc"' 


i (X„ 

7.CXJ+. .v+&'(X,}. 


» 

1 
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Effectuait les différentiations- indiquées aux seconde membres, et 
identifiant les coefficients des différentielles de même ordre dans les 
deux développements, on aura m+p relations dti premier degré au 
moyen desquelles on déterminera les coefficients K,..., Q, S'. 

Si les deux fonctions X„, X,, sont égales, la méthode n’est pas 
applicable, parce qu’il est contraire au caractère de généralité de 
l'intégrale complète que deux solutions soient égales; mais pour 
suivre l’analogie de l’Algèbre et du Calcul intégral, en ce qui con- 
cerhe le$ racines égales, on formera des équations de même ordre 
qui auront les solutions de X n = o, multipliées par x ou par x 1 , 

Y y 

a?, ... ; il suffira pour cela de remplacer y par ^ , ~j — On com- 
posera ensuite en une seule toutes ces équations de même ordre, 
et on aura un résultat analogue à la puissance entière d’un poly- 
nôme. 

Dans le cas où X m — o a p solutions v, , y,,.i y , de plus ai} 1 
solutions z, , xz, z ç , xz ç et 3 r solutions n, , xm,, x , u t , , 
xm,, x’m, , do sorte que m z= p-\-iq 3c, l’intégration se ra-' 
mènera à celle de trois équations d’ordre p, q, r. . . •' 

Si d’abord on cherche les solutions communes à o et 
'X m — o, on trouve une équation X ?+ „=-o qui a pour solution z r , 

• z, , . . . , z, j , xm, u r , xu r . Les solutions communes à r X m = o • 
et ' , X w = o, savoir : m,,. . u r , sont fournies par une équation- 

X,= o; celle-ci permettra de former X„ dont les solutipns seront 
, x«, ,. . ., x« r . Cherchant ensuite les solutions communes à 
X ç+ „ = o et X,, = o, on parvient à X, = o qui a pour solutions z, , 
z,,..., z f . il est facile de former sans intégration la fonction 
X,, +1 , = o satisfaite par toutes solutions conjuguées doubles ou 

X p-t-a*+Jr" 0 U 


X_ — o ou 


triples» Avec cette équation, on abaisse 
l’prdre/?. , * 

Les méthodes précédentes fournissent un niioyen aisé de trouver 
les conditions qui doivent exister entre les coefficients de deux 
équations différentielles, pour qu’elles aient p solutions communes; 
il. suffit d’appliquer la méthode, et d’exprimer quç le reste d’ordre p 
est identiquement nul» 

Enfin, on peut ramener à cette théorie des méthodes connues, 
celle par exemple que d’Alembert a imaginée pour l’intégration des 
équations différentielles, et qu’il reproduit dans ses principaux 
ouvrages, Théorie des vents, Théorie de lu Lune, etc. 

Prenons pour exemple de cette application l’équation du qua- 
trième ordre : 

X <= <l ^u* + a + b + *! = "• 


d(C* 

II# a* édition. 


dx 
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. Supposons une fonction . • 

' t fc 

qu’pn veut détermiher -dé sorte que ses trois solutions appar- 
tiennent à X, = o; nous poserons ' 

» . . / 

x,=^(x, l +< i x,.’ ; 

r * * • 

* S. . . * , ■- - . * *■*■'•*} 

Dé cette dernière on déddit, en identifiant les deux membres, 

*»••• ». f» . f J» ’ ■* , | 

i ■ ■ . ^ +/6 + 9 -= 6 ’ ^- + *6 4-® =c, •• 

.. ..... . ^ + ife = è, 

• Avec ces relations, auxquelles d’Alcmhert parvient, on élimine 4-, 
9', 9*,' et on arriyè à une équation en 0 qu’ii faut intégrer pour 
trouver ensbite les autres coefficients. Cette détermination conduit 

: ' 'i - d 

à quatre expressions de X,, et comme d’ailleurs (X 3 )4- 4X^ = o 

donne X,— C-.<f J ’ Wjt , en portant dans celte dernière les systèmes’ 
de valeurs de k, 0, 0', 6" on obtient quatre relations au moyen des- 

» * ' ‘ dy d 7 y d^y 

quelles on trouve la valeur de y après.avoir éliminé ~ , 

\ Si les coefficients de X t = o soni constants, ceux rie X,= o le 
seront. aussi, et dans ce cas la valeur de 0 dépendra do la résolution 
; . de l’équation .• t . | . 

v (0 — a)*+ â(9»- a) 3 4- è(0-r o) J -b c (9 — n) -)- e = o. 

; composition de l’équation linéaim: au moyen de ses solutions. 

4° La composition de X m = o, au moyen de sès intégrales parti- 
culières, résulte de l’élimination des constantes r, , c, ,. . . , c^ entre 
les équations (4& e Leçon, n° S79) : . 

*. • i" ' . •* ’ . '. 

y = e \y,+ c ,y s +- • 


(ci 


dx 


dx 


^-= r ’y-l + c 


‘ r/.r 


’ dx ‘ 


d m r _ rf" r 
<77" ~ r ' 7Z7” 7 


<*Vi. 


t -I- r —-'tu- -i_V 
3 WW ^ 


dx™ 


, NOTE Ut/' 

Or, si l’on écrit le groupe suivant : 

* =■'•./-+ c .7i^- • +r m X„ . 


33y 


(PI 


~ • ,/>• + 1 r/./ + + c/.r"' 


V”>x= r -— j; 

_f . • \ ^/.r 


^r. 


tlx J “ 


'‘""In. 

1 /■ y 

” " r4*“ ’ 


.on aura, au moyen des ni dernières équations, les valeurs de c, , 
c , , . . . , c m qu’on portera dans la première, et le résultat sera de la 
forme e 0 si = L, A étant la déterminant ou dénominateur relatif aux 
ni-t-i inconnues c,, c,,.... Si on fait c 0 = — 1 et À='o, >'==o,..., 
la relation précédente se .réduit b S±= o, laquelle ne peut être que 
l’équation différentielle X m = 0. Or, d’après la formation connue du 
, déterminant A, on peut écrire 

d M lr\_ . d m ~ 


X = A = ^£-D- 

"• d.r"‘ 


</.c " 


■ D. -t- • • t “H vD = o. 


D est le dénominateur des m inconnues c, , c„, . . c m déterminées 
au trnycn des m premières relations du groupe (E), et si l’on con- 
sidère les indices de la différentiation comme des accents, on passe 

dm r p ) 

du premier terme D au suivant en changeant les signes, m en 
• • 

m — 1 et m — 1 on m. Comme D contient les indices m — 1 qui 
deviennent m pour la formation de D ( , et comme d’ailleurs, en 
ajoutant un accent ou une unité à chaque facteur de D de mémo 
indice, cette fonction s’annule, il est clair que D, est la dérivée 
complète de D et, par suite, si D est constant, D, =0 (observa- 
tion due à M. Liouville). 

En second lieu, si nous mettons la valeur de / sous la forme 


r=<vM' r )+<vM- r ) 


,:W*W 


on pourra détermiuer les constantes en supposant que pour x n , y n 
(ly % d* y <l m y 

les coefficients différentiels -tt > — > — ont des valeurs 

d*. dx » dxZ 

assignées ; dans cette hypothèse, on trouvera les valeurs des con- 
stantes au moyen des m dernières équations du groupe (C), et en 
désignant le dénominateur commun par D et les numérateurs par 
N,, N,, ... , N„, on aura . 

y *„(*)• \ 

» ‘ ’ • I 

Si .r„. r„ et ies dérivées de' r„ par rapport à x satisfont à la re r 

■xi. 
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lation /= ^{x), ces valeurs dans l’expression de y devront 
N ' 

rendre -g- égal à l’unité, et N,, N 3 ','-- •, N m égaux à zéro. Mais 

x m ,' y m et les dérivées pourraient' satisfaire à une des relations 
j = (x),y = ^ 3 (x),..., et on déduirait dés conséquences sem- 

• blables. On peut conclure de cela que le numérateur N p , égalé â 
zéro,' est une équation linéaire d’ordre ni satisfaite par toutes les 
intégrales particulières de X„ = o à l'exception de^= ^(x). 

DEUXIÈME MÉTnODE DE COMPOSITION.^ 

5 ° Analogie d’une équation linéaire avec la puissance d’un 
hinâme-J , • 

, X„ = o, X„_, «= o sont des équations différentielles, telles, que 
toutes les solutions de la seconde satisfont à la première, si l’on . 
pose 

. ■ . X^^( 2 .X„_,)+R, 

et si l’on détermine A, z de telle sorte que les deux' termes du plus 
fort indice, au premier membre et dans la première partie iju se- 
cond, soient identiques, R devra être identiquement nul. Sans cela 
l’équation linéaire R = o, de l’ordre m — 2, aurait m — 1 intégrales 
distinctes, ce qui est impossible. 

Composons par ce procédé une équation d'ordre /n, qui réunisse 
, toutes les solutions des équations : . ■ 

• • Ê+^=°- Ê + ^ = £ + </ = <>••••' 

On formera d’abord une équation du second ordre 

(£+*')]• 

d’où on déduira 

kz= 1 ou / = - ; 

* 

x sera déterminé par la condition que le second membre soit annulé 
par les valeurs 

. . . 

On exprimera cette condition en égalant s à une con- 

stante, à l’unité par exemple, et on trouvera 

I gSSilx 

. v z = Z_, k- . 

,• ii-pa ' ' %■ 


t t 

r , v r . 

• • v ’ , 
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Remarquons que ^ est le faèteur qui rend le premier membre X a 

une différentielle oxacte. La fonction du troisième ordre X, résul- 
terait de la relation 

. qui devrait être satisfaite ou réduite à zéro par les valeurs 

%—«> r-r**- 

Si les solutions de X„ = o sont /, , xfy , , x 5 /, , . . . , x’"'/, , en sup- 

l jy 

posant que y, satisfait à + ay — o, le premier membre X m se 
développera ainsi qu’il suit : ; * 

• V ' 

d m ~' y m I m — "il 
i - — i-l* — S 


v dm y , 
x - = 7ü* + m . a ’dj^ 




rtn \ d m ~*y 


J dx"‘~ 


m[m — i)(/« — a) 
i.a.3 


/ , „ da 

(a +3 a^- 


d i n 7 ' 

yl"-*y _ 

dx* 

/ dx?»-' + 


Les coefficients numériques de cette expression sont ceux de la 
puissance ni du binôme ; les fonctions de a se forment ainsi : à partir 
du second terme, on obtient la fonction de a relative à un terme 
quelconque, en multipliant par a la fonction de a du terme précé- 
dent et ajoutant à ce produit la dérivée de celle fonction. 

Pour démontrer cette formule, nous la supposerons vraie pour 
l’ordre m, c’est-à-dire que nous admettrons que le développement 
précédent égalé à zéro est une équation dont les solutions sont/,, 
x/,, x J /, x m ~'y l . Écrivons, d’après la mèfne loi, le dévelop- 
pement pour l’ordre m + 1 que nous représenterons par X m+1 ; or, 
on verra tout de suite que la conjuguée première de cette fonc- 
tion sera 'X ra+1 = (m-f- i ) X m ; par conséquent X^ +l = o aura les 
mêmes solations que X m = o, et cela prouvera que X m+ , aura aussi 
les mêmes solutions, et déplus la solution x* 1 /,. 

Cette seconde méthode de composition a l’avantage de s'appliquer 
à des équations non linéaires, et de conduire sans aucune difficulté 
à la théorie des solutions singulières, et à la démonstration de diverses, 
questions de câleul intégral traitées par Jacobi. Les exemples sui- 
vants en montreront l’usage. 

Considérons une équation linéaire ou non linéaire d’ordrô ju, 
X m = o, et supposons que X m _, = o soit* une équation d’ordre m — i, 
telle, que toute valeur de y eu fonction de x qui satisfait à la der- 
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niôre satisfait aussi à la première : nous pourrons poser Tidentité 

dans laquelle M est déterminé de telle sorte que les termes d'ordre m 
soient identiques au premier et au second membre. La, forme de 
l’identité résulte de ce que les fonctions qui annulent X ra et X m _, 
doivent aussi annuler le reste ; nous la mettrons donc sous cette 
deuxième forme 

. 


'qui s’accordera avec la première si 
kz = M 

. < 

d’où on déduit 


, , dz 

et A.- 7 -.= 
dx 


,N, 


f l - u . 

J m , v, J rn . . 

z — r et * — Me • 

j sera le facteur qui rendra le premiei 1 ' membre X ra une différen- 

tîelle exacte. Mais, sans nous arrêter à des généralités qui nous 
feraient retrouver les résultats que Lagrange démontre dans le 
calcul des fonctions (i3' Leçon et suiv.), appliquons ce qui précède 
à l’équation différentielle du second ordre 


x > = ^ +/(*) ^ +/. (•*> r) - °- 

Cette équation, dans tous les cas où J'/(x)dx sera exprimable 
en fonction de x, se mettra sous la forme plus simple . 

0“ *{*’>> - 0 -. 

•' -f f 4* 

Il suffira pour cela de remplacer y par je ^ 

Si on connaît une intégrale première 




•K X ’ 5 '’^ ,a ) = ° 


de la dernière équation du second ordre, étant la constante arbi- . 

traire d’une première intégration, on pourra déduire de cette inté- 

• • - dy • ; • 

grale, "> «.étant une fonctiOH .de x, y, z. Mais’, .d’après' ce que 
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g-,(x,/)^^ (£-“)]' 

Identifiant, on trouve 

kz =' - 


du 'du dy , 


dz . • 

du du . . 

0U dx + T/ 1 -^*'^ 


Les deux premières sont satisfaites en faisant <=i,i=i, mais 
la dnmière 11 e pourra avoir lieu que dans le cas où le premier 
membre sera indépendant de <*, qûi n’est pas'contenu dans ?(x, jr}- 
Ainsi, Ip dérivée dû premier membre par rapport à « sera nulle;, 
donc • - ' • ‘ ‘ 


,du- .du 

d T* d dZ 


du du 
dy du . 


= o. 


Considérant la dérivée par rapporté x et celle par rapport 'à/, 
lesquelles, d’après l’égalité, sont égales et de signe contraire,, on 

verra que ^ est le facteur qui rend dy — udx une différentielle 
^ du . 

exacte. ; s , . 

On pourra donc intégrer (4a e Leçon, n° 529). 

Uiï second exemple, pris du Mémoire quo vient de publier le 
géomètre suédois M. Malmsten, ne présente pas plus de difficulté. 

Supposons qu’on connaisse une intégrale première ~ = u de 

l'équation du second ordre 

dy(x,y‘) 


dx 


— |(x,7) = o, 


■ • t . • 

dans laquelle f — Cette équation se met sous la forme 

v dy' dx dx * 

t . * ’ • * 

*NoùS avons marqué d’un trait les dérivées par rapporté x, lors- 
qu’on ne considère pas/' comme. fonction de x. .Dans cette relation, 
et en vertu de l’intégrale donnée, oh peut remplacer y’ par u et 
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, * « 
identifier ensuite le premier membre à 

- V'£KM1- 


• L’identité donne j 


(*■») , *ÿ=o 

du ' • dx 


^ et par suite, i — i), entin 


1 . *• * \ \ 
. * " ' ■ , 4 , » “ ■ 

Si on transpose le terme } j e seconc | membre ne ren- 

</x 

fermera plus a; par suite, le premier sera indépendant de cette 
constante, et sa dérivée par rapport à a sera nulle. Cette dé- 
rivée est ,* ’ 


r/P ?(x ’ 

m) rf« 


- L du 

d<x 

J 

du 

\r/a 

/ 

du 

du 

</?(*,«) 

Tu 

d Tu 

+ du \ 

. c/jr ^ 

dr 

d ^l { f- 

) rf«\ 

r/a/ 

i o. 


dr du 


dx 

De cette relation on voit clairement que, en prenant pour fac- 
teur 

du) (x, u ) du r/f 

du du du 

l’expression -p-[d/ — udx) sera intégrable. 

L’équation 


df{ y, y’) 

' 4x 


y) = o 


sera traitée de la même maniéré; car après l'avoir développée, elle 
devient * . , 

J. d ^. r ') fl 'y . « M-r.y*) _ <r r - 


dr 
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Remplaçant y' par u et identifiant le premier membre à 


on trouve 


enfin 




. 1 //o(v, «) 

* = 7 T / > .? = o ; 

« r/« 


u) (du , c&z.A , 


du 


[ du (lu \ 

\rf.r + £/j“) 


dy 

dy 


devra être indépendante de «, ce qui donnera - — pour le facteur 
qui rendra intégrable la fonction du premier ordre, de telle sorte 
que i ^ ( dy—udx ) sera une différentielle exacte. 

Les équations du troisième ordre ; , , 

(P) 


4%JÜ-Hr,n. 


(?) 


rffOY)_ 


(tx 






tl 

• •! 

■a 

’i 


qui se ramènent aux formes du second ordre quand on élimine dx 

dy * 

par la relation dx= ne présentent pas de difficulté. 

J 


REMARQUES SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

1 . Une équation linéaire X m =oa m solutions qui peuvent être les 

dr 

intégralesd’équations du premier ordre^ — uy = o. Ces équations, 

qu’on pourrait nom mer les composants de X m = o, méritent une atten- 
tion particulière. Jusqu’ici on s’est appliqué à éviter dans 1 intégrale 
les fonctions imaginaires par une détermination convenable des 
constantes. Cependant, il est utile, dans certains cas, de les con- 
server si on a en vue la simplicité analytique. Ainsi, les solutions 

{[* y 

en exponentielles de l’équation -jp-4-y = o fournissent des compo- 
sants à coefficients constants 

* * 


dx 


3fc Y\'~ I - O. ■ 


. 

* * 






•I 


•. 1 
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i ^ . 

Les solutions réelles Csinx, G cos^ conduisent à des composants 

. dy • . dx • 

• ^ -P tang.r/.= o, ~ — cotxj= o, 

» % . . ' . 

à coéfficieilts variables et, par suite, moins simples. 

2. L’intégrale complète de X m = o est lg. somme de m solutions 
de la forme ’ . 

• ' ' . : . . r- C+{*). • . 

. ■ II sera quelquefois possible de discuter la courbe qui représente une 
solution, sang intégrer l’équation ; cela parait plus général et plus 
simple qtfe de discuter l’intégrale complète avec ses constantes dé- 
terminées par des conditions particulières. Ainsi, comme on peut 
toujours faire disparaître le second terme d’une équation linéaire, 
celle du second ordre se ramènera à la forme 


d 7 y 

dx‘ 


ff'(x)y = o, 


de laquelle on déduit, en multipliant par dy, 

Jf[x)ydy=o. 

Dans le cas où/x = A ï , A étant une constante, la relation se met 
sous la forme 


■.(£-*) (£+*>)-- 


Or il n’est pas difficile de prouver que si \/f(x) reste comprise entre 
deux valeurs constantes A', A* depuis x' à X', les intégrales parli- 
- culières de l’équation 

' . . ’ d'y 


dx 1 


-f(x)y=o 


dépendront de deux équations du premier ordre de la forme 

• * : dy . 


dx 


± ? (x)j=o, 


telles, que f(x) sera comprise entre A 1 et A". 

3. Enfin, les solutions d’une équation linéaire pouvant être con- 
sidérées comme les intégrales d’équations de la forme 

’ - • . dy a « 
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en posant 


dr 

, ydx ~ *’ 

on peut concevoir une équation algébrique 

dont les racines ou valeurs de v conduiront à la valeur de y. ' 

' Si on donne l’équation algébrique 

d* + '• + <!„■ ..= 0 , 

dont les coefficients sont des fonctions de x, de cette équation on 

d\i v 

déduira V" et les dérivées -j-r en fonction de x et des puis- 
sances de •' inférieures à ///. Si donc on veut former une équation 
différentielle 


d m Y , d* 
+ '\. 


' , dr , 

■' +b °~'ïïü + b ”-°' 


ÈL 

ydx 


ytlx" ' ydx!*- ' 

telle que ses m solutions particulières fournissent des valeursde 
égales aux valeurs de v, on posera ■ 

JÎL = V 

ydx 

et, différentiant plusieurs fois de suite, cette relation, on exprimera 
d m y d m ~'y 


— ^ , Y famz r\ 1 • • • ï en fonction de x et des m — 1 premières puis- 
sances de <>. Cette équation du degré m — ; devra être identique- 
ment nulle pour qu’elle ne soit pas en contradiction avec l’équation 
donnée en v du degré m. On aura ainsi des relations qui détermi- 
neront b,, 6, .... , b m . Le calcul est élégant lorsqu’on transforme 
l’équation c“ — A m = o, A étant fonction de x, en une équation dif- 
férentielle. Si m = 3, cette équation est 

d\r A’ d'y ( A” 3A”\ dr t J 

dx» 3 A dx* \A + A J ) tlx 

On pourrait aussi se proposer de transformer une équation différen-, 
tielle linéaire en une équation, algébrique dont les racines représen- 

dy 

feraient les valeurs de — —, mais ce problème inverse dépendrait 
d’intégrations souvent impossibles. • *./ 
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NOTE IV. 

SU» LES PROPRIÉTÉS DE QUELQUES FONCTIONS ET SUR LA 
REPRÉSENTATION DES RACINES DES ÉQUATIONS PAR DES 
INTERSECTIONS DE COURBES, 

par M. E. Prouhet. 


Définitions préliminaires. — Relations entre les dérivées partielles des 
fonctions P et Q. — Séparation des quantités réelles et des imaginaires 
dans les dérivées de ./(*). — Différences finies et différentielles totales 
des fonctions P et Q. — Propriétés des courbes P, Q, P-l-Q, P — Q. 
— Démonstration d’un théorème de M. Cauchy. — Asymptotes des 
courbes P, Q, etc. — Théorème sur le nombre des racines des équations 
algébriques. — Propriétés des surfaces s = P, z = Q. — Remarques. 


, DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. 


i. Si /(z) est une fonction qui prenne la forme P + Qv^— ï 
quand on pose z = x j/^7, P et Q étant des fonctions réelles '* 
en x et y, l’équation 

(i) f{z) = P + Q y/— T = o 

entraînera les suivantes 

P = o, Q = o 

et réciproquement. Il suit de là que si x et y sont les coordonnées 
d’un point variable, la partie réelle et le coefficient de t/— i d’une 
racine de l’équation (i) seront respectivement égaux aux valeurs 
numériques de l’abscisse et de l'ordonnée d’un point commun aux 
deux courbes données par les équations P = o, Q = o. 

Les points d’intersection de ces deux courbes peuvent donc être 
regardés comme formant une représentation géométrique des ra- 
cines de Féquation /( z) =o, et c’est pour rappeler cette propriété 
que nous les nommerons des poinls-t-acines. 


2. On dit en général qu’une équation/(z) = o a n racines égales 
,à a lorsqu’on a /(z) — (z — a)" f (z), f(z) désignant une fonction 
qui ne devient ni nulle ni infinie pour z = a ; or, comme la fonc- 


tion f { z 


. /(»> 
*(z — n) 


prend la forme - pour z — n, si l’on cherche 
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sa véritable valeur d'après les règles cobnue$, on voit que, pour 
qu’elle ne soit ni nulle ni infinie, on doit avoir 

/(«)= ». /'(« y=°* /’(«)== o,..., /"-'(a) = o, /"(«)>». 

Toutes les fois que l’équation / ( z) aura n racines égales, le point- 
racine correspondant sera pour nous l'équivalent de n points-racines, 
qui coïncideraient, et nous le nommerons, dans ce cas, point-racine 
de l’ordre n. < 


■RELATIONS ENTRE LES DÉRIVÉES PARTIELLES DES FONCTIONS P ET Q. 

3. Relations entre les dérivées partielles du premier ordre. 

Si l’on suppose que z tienne la place de x+y 1 dans l'identité 

/(*) = P+Qv/=ïV • ■ . 

et que L’on prenne les dérivées des deux membres, d’après la règle 
des fonctions de fonctions, on aura 


/» £=/'(*) 


d? dQ 
dï + dï' / - 1 ’ 


OU 


rw%-no 


(a) 


On obtient ainsi deux expressions différentes de/' (z), et en ex- 
primant qu’elles sont identiques on aura les relations 

dV dQ 
dx ~ dy ’ 
rfP__rfQ 
dy dx 

Réciproquement, si les relations ( a ) ont lieu entré les déri- 
vées de deux fonctions 

P = $(x,j), Q = v(x, y), 

P et Q sont la partie réelle et le coefficient de d’une fonction 
d’une seule variable z, dans laquelle on aurait substitué x-\-y \f—t 
à z. ■ 

En effet, posons , - 

V W = P + Q 

substituons z ’—y^—ï à x dans cette expression, et prenons'la 


< 
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dérivée de W par rapport à r; nous aurons ' • . 

• rfW rfP dx ,IP_ fdQtlx r/Q\ /— 

dy dx dy^~ iiy \d.c dy dy )' *’ 

et comme -y — — il en résulte 


dy 

tlW 

~dy 


W _ (dP dQ\ ( f [Q_ e SE.\ 

iy \ dy dx ) \r/y dx J 


Or le second membre est identiquement nul d’après l’hypothèse. 
dW 

On a donc — t— = o. Ainsi le résultat de, la substitution est indé- 

<fy 

pendant de j, et. par conséquent W se réduit à une fonction de 
qui par la substitution de x + yf—i devient P 4- 0 •. 

) - . , c. q. e. D. 

î>. Relations entre les dérivées partielles du second ordre. 

Les (relations (a) étant identiques, on pourra prendre les déri- 
vées des deux membres de chacune d’elles : on obtiendra ainsi 


d 2 P 
dx 1 

dx ' 1 


d 2 Q. 
dx dy ’ 
d 2 P 


dx, dy 

d’où résultent les relations 

d 2 P 


(3) 


dx 2 


d 2 P 
dx f/y 
d 2 Q 
dx dy 


d 2 P 
dy 2 ’ 


d 2 Q 

dy ’ 

_ ,rp - 
dy 2 ’ 


I ï£ÿ - 

1 dx‘ ~~ dy 2 


Réciproquement, si l’une des relations (3) est vérifiée par une 
fonction P, il serri possible de trouver une seconde fonction Q telle, 
que P et Q résultent de la substitution de x -+- y à In place de z, 

dans une certaine fonction q (z). 

VP 


En effet, si l’on pose 


dy, on aura 


dy 


r/P.. 

dx ’ 


dQ. 

tir. 


°=/: 

pæ p . . • p,i 2 p dp 

J dx 2 r ~ . j dy' 


Ainsi les relations (a) sont vérifiées par les fonctions P et Q, et 
par suiîe il existe une foirctiotr q(z) telle, que l’on a identiquement 

-v* (x-t- ry’—i ) = P 4- Q /—?• • * " ' 
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6. Relations générales entre tes tlé rivée s partielles de P et celles 
de Q. • • ; .• . 

On tire des équations ( a ), en les difTérentiant l — i fois par rap- 
port à x, et n — k + i fois par rapport à y, 


(4) 


d" P 

dx‘dy“ r ‘ 

r/*Q 


rf»o 


djc*-' dy"-“*' 
d n P 


dr t dy’ , k . djd ' dy' 


7, Relations entre tes -dérivées partielles de P ou de Q. 
On tire des équations (3) par la différentiation 

d" P 


(5) 


rf"P 

\ d.z , dy'- t 
rtx*dy" 1 


rfx* - V/y“ ,+4 
tl’Q 

rfï*" ï rfr l '^ +1 


Ces équations expriment une propriété commune aux deux fonc- 
tions P et Q. En y faisant successivement k = n, n — i, «—4,..., 


(6) 


= n — i , n 

— 3, n — 5, , 

.. ., on obtient : 


d n ? 

rf“P 

d" P 

d" P 

djtf * 

djé J dy‘ 

1 ' 

1 

Ifc 

1 

1 

dx*-'dy*' 

d n P 

d n P 

d"V 

d” P 

tLx?~' dy 

dx"~*dy* 

d:d‘~ i dy s 

dé'- 1 dy'‘ ' 

d'Q 

d« Q 

d" Q 

3. 

a 

O 

«te* 

dx*'dy’ 

dx" ‘ dy * 

dx“~* dy* 

d" Q 

d" Q 

d" Q 

d*Q 

dxé-'dy 

dx*~ J dy* 

— dxr 'dy * ~ 

dxf-'' dy 1 ’ 


Ainsi toutes les dérivées’ 'partielles de, P ou de Q d’un même 
ordre , dans lesquelles l’indice de différentiation relatif à une 
même variable est en même temps pair où impair, sont égales en 
valeurs absolues. . ■ 

Et si l’on range ecs dérivées suivant un ordre de grandeur de 
yet indice, les signes -+• et — se succéderont alternativement. 

SÉPARATION UES QIANTITÉS RÉELLES ET DES IMAGINAIRES DANS LES 
.* _ DÉRIVÉES DE /(*), 

8. En difTérentiant par rapport à x les deux membres de l’iden- 
tité f(d) = P 4- Q nous avons trouvé . it 

r ■ .'■■■■•. ■ . 

' • m \ 4 P d 0 / — ■* 
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Cette formule fait voir que pour obtenir la partie réelle et le 
coefficient de \/ — i de la dérivée d’une fonction, il suffit de prendre 
les dérivées par rapport à x des parties analogues de cette fonc- 
tion. En prenant n fois de suite la dérivée par rapport à x, on 
trouve 

. . * W=d^ + ,d^^‘ 

On peut donner à cette expression deux autres formes et n’y 
employer que la fonction P ou la fonction Q. Il suffit d’y remplacer 
d“ O rf"P ff"P d 'Q • , 

P ar -Ti^dy' ou 1EF par ce qui est perm ' 8 

d’après les relations (4). On aura ainsi 


( 7 ) 


d ’ P 


r/”P 


^ ^ dx“ elx*~ ' dy 

I f . iz) - rf ‘Q | *’■<? 

l •' ~ dsf-'dy </x" 


✓=î, 

v/= 7 . 


DIFFÉRENCES FINIES ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 
P ET Q. 

9. Les propriétés précédentes permettent de développer les 
accroissements des fonctions P et Q suivant les accroissements de 

leurs variables 

Si dans /(z) on change * en (z + Ax-i-Ajv/— i), pn aura 

En posant , . . 

' Ax4-Ajy/^ï — r(cos0 4 -/— ï sinfl), 

nous aurons, par la formule de Moivre, , 

(Ax-+- A_y y/— - 7 )* = r* (cos*6 + \f—i sinnfl). 

D’ailleurs la première formule (7) donne 


/"(x+.rv / — = 


d" P 


rf"P 


f/x“ dx?-' dy 


\f~-î '■ 


donc on a 


A/( z ) = A P •+■ A Q j/ — r ’ 
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et en séparant lei parties réelles et les parties imaginaires 

I AP — 

10. Si l’on suppose ±x et A v infiniment petits, le terme général 
de chaque développement devient la différentielle totale du 
ordre de P ou de Q,. divisée par le produit 1 . 2 . 3... h. On aura 
donc, en appelant w la limite de l’angle 0 et en observant que 

r — y/Tïrf^Çdp = flj Vt 4- col 2 w = > 


I - 

y î- (-7J- sin "^ — ~t 1-1 7 cos/^\ +11 

JU i .2. 3. . .« \rteV (U* ' <ly J 


d" P d"V 

-r—coA/i» + - , ... 7- sin«M 

. « tlx r/ y j 

d - P rrrr- — djr-, 


'9) * 


rf“Q: 


sin"w 

f/"P . d" P 

- 7 — sin « u . ... 

dxf dj? 1 dy 


cos n w 


sin”» 


-dj". 


PROPRIÉTÉS DES COURUES P ET Q.. -r POINTS MUI.TIPI.ES. 

• * , .S 

11 Pour abréger, nous appellerons courbe P, courbe Q, les 
courbes représentées par les équations P = o, 0 = o. Nous suppose- 
rons que le système d’axes auquel on les rapporte est rectangu- 
laire. ' 

Une propriété remarquable de ces courbes est d’avoir chacune 
un point multiple de l’ordre », toutes les fois que l’équation pri- 
' mitive, /(?) = o, a « racines égales entre elles. Pour le démontrer, 
il faut faire voir : i° que les fondions P et Q s’annulent avec leurs 
dérivées partielles jusqu’à l’ordre « — 1 inclusivement quand on y 
substitue les coordonnées d’un point-racine de l’ordre « ; 2 “ que 
'chaque courbe possède en ce point n tangentes distinctes. 

12. Premièrement, quand /(z) a « racines égales à .r+jV— »> 
on doit avoir Jt désignant un nombre au plus égal à », 


/‘(*+ rv /=7) = ^- 


( /'P _ f/*p 
7 Â? djâ~' dr 


v/~î 


: 


II . 'à* édition . 
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celle équation entraîne les deux suivantes : ’ 


d‘ P 


r/‘P 


rir 1 ’ thr-'dy 

Il résulte de là et des relations (6) que toutes les dérivées de P do 
l’ordre i sont nulles. et comme i est compris entre o et n — i, il est 
donc démontré, qu’en chaque point- racine de l’ordre n toutes les 
dérivées partielles de P s’annulent jusqu'à l’ordre n — r inclusive- 
ment. — Même démonstration pour la fonction Q. 

13 . En second lieu, les courbes P et Q ont chacune, au point 
( ar, y), n tangentes distinctes. ■ . . . 

Considérons d’abord la courbe P. -• 

». , 

On obtiendra le coefficient angulaire -tango) de la tangente 

menée à la courbe par le point (x,y), en égalant à o la différen- 
tielle totale du ordre. D'après la formule (9), l’équation qu’il 
faudra poser sera donc 

d“P d"V_ 

'dy 


—r-r cos ww -4- , „ *m no> 
eu? dxf 


sih"w ' ■ . 

A 

Le dénominateur de cette équation n’est jamais supérieur à l’unité, 
et il ne peut devenir nul en même temps que le numérateur qu’au- 
tant qu’on a 

d“P 

. . rfr" ~ °‘ 

Mais ce cas peut être écarté, car il suffit, pour l’éviter, de chan- 
ger la direction des axes de coordonnées. Donc si l’on suppose 

p 

>o, on aura toutes les solutions de nette équation en posant 

,/ • <if"P . ‘ .. 

, . ■ cia? . ~ . ... „ 

(10) • tang«» ï=- — ■ 


ré" P 


et si l’on fait 


on aura 
d’oü 

'(<•)' ' 


djc"~\dy 


tangp. : 


n *»-= pt 


rf»P 

d.r" 


d“ P 

du"-' d) 

H , 


c + x-; 

n n 


*Digiti2ad bf Gt>ogIe 



HOTE IV 


353 

Pour avoir toutes les tangentes à la courbe P, il suffit de donner 
à n lès valeurs o, i, — i, et l’on obtient « valeurs de u, 

7f 

formant une progression arithmétique dont la raison est Donc 

la courbe P présente au point considéré n tangentes distinctes et 
tellement disposées, que deux tangentes consécutives comprennent 
un angle égal à la n irn “ partie de deux angles droits.. 


14. 11 importe de remarquer qu’un point-racine de l’ordre n ne 
peut être un point d’arrêt ou un point isolé, pour aucune branche do 
la courbe P, du moins dans le cas où la fonction P est continue. En 
effet, l'équation qui donne tango> ayant toutes ses racines inégales, 
on voit facilement, en développant P par la série de Taylor, que 
cotte fonction changera de signe quand on y substituera successive- 
ment les coordonnées de deux points suffisamment rapprochés du 
point N- et situés de part et d’autre d'une même tangente. 

r . 1 

ir>. Un calcul analogue à celui que nous avons fait pour la courbe 
P assignerait aussi à la courbe Q, en tout point-racine de l’ordre «, 
n tangentes distinctes et tellement disposées, que deux tangentes 

consécutives comprennent un angle égal à On peut déjà en con- 
clure qu’entre deux tangentes consécutives à la courbp P il y a tou- 
jours une tangente à la courbe Q. Mais je dis de plus que : 

Les tangentes à la courl>e Q sont les bissectrices îles angles for- 
més par les tangentes à la courbe P. 

Pour le démontreb, rappelons-nous la formule 


('O) • 


r/"l* 

'Lr* 


En appelant u l’angle qu’une tangente à la courbe 0 fait avec l'axe 
des x, nous aurons de même 

, x f/y ' 

(i*t • tang«o = 

r , > fto""*' rfl 

Or, d’après les relations ( 4) . • ' * . •. 

r/"Q _ r/*P il"Q r/"P 

• •" tL t" rér "" 1 rfy' ÆFW rfi*’ ' , ' . 

donc . • 

• • ' tangww fiàng *•>■= — i; 

• • * . ?3. 
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d'où 

- * • , 

■ ? - 

. • ' 

. /i . 

/2 Ce> — «y = ± - j 

• ■ - • * ■ 


2 

; 

(.3) 

. 1 n 

• (*> — V = 2fc 


2 n 


U— U 

est l'angle compris entre une tangente 

à la courbe P et 


une tangente à la courbe Q la plus voisine, etl’équation (i3)montre 
quo cet angle, abstraction faite du signe, est la moitié de l'angle 

^ compris entre deux tangentes consécutives à la courbe P. 

16. Les résultats précédents comprennent le cas particulier d’un 
point-racine simple. En un point de cette espèce, l’angle ^ ^ formé 
par la tangente à la courbe P et la tangente à la courbe Q se réduit 


à — On peut d'ailleurs l’établir directement. Ainsi : 

En un point-racine du premier ordre les courbes P et Q se cou- 
pent à angle droit. 

Cette propriété appartiendrait encore aux courbes représentées 
par les équations 

P = A, Q = B, 

A et B étant deux constantes quelconques. 


. PROPRIÉTÉS DES COURBES DONNÉES PAR LES ÉQUATIONS 

P — Q = o, P + Q = o, 

17. La courbe qui a pour équation P — Q = o est le lieu de tous 
les points dont les coordonnées, 'substituées dans les fonctions P et Q v 
donnent des résultats égaux et de même signe. En chaque point de 

p ’ ' " 

cette courbe le rapport ^ est égal à i.- ‘ 

La courbe qui a pour équation P 4 - Q = o est Je lieu de tous les 
points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 

P 

dônnent des résultats égaux et dé signes contraires. Le rapport ^ y 

est constamment égal à — i. - ‘ . ; *• 

Les courbes P — Q, P + Q jouissent des mêmes propriétés que 
les courbes P et Q, et il suffit pour le démontrer d’observer que les 
fonctions 

' p= P— Q. ? = P+Q, 
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sont la partie réelle et le coefficient de /— ^ de la fonction 

(, + /Z _ ,)/( z ) = (, + /n) (p + Q/~) 

= P — Q-t-(P-t-Q) /—T. 

D’ailleurs p et q s'annulent évidemment ayec leurs dérivées jusqu'à 
l'ordre n exclusivement, quand on y substitue les coordonnées d'un 
point-racine de l’ordre n\ d’où il suit que : • - 

En un point-racine tic l’ortlre n; 

l° La courbe P — Q an tangentes distinctes dont chacune fait 

avec celle qui la suit un angle égal à 

a° La courbe P -(- Q a aussi n tangentes distinctes qui sont les 
bisseçtricei des angles formés par les tangentes à la courbe P -- Q. 

18. Pour construire les tangentes à nos deux nouvelles courbes 
il suffit de connaître l’angle qu’une tangente à l’une d’elles fait avec 
une tangente à la courbe P. 

Soit tangnt le coefficient angulaire d’une tangente à la courbe 
P — Q : on a trouvé plus haut * ' .. 

• • " . i^P : 

/ 1 . d.r“ 

(10) tang/iw = j> — î 


thr-'df 

• 1 

à cause de la symétrie du calcul, on aura aussi 


04 ) 

Mais 


tang/j» = ■ 


d" p 

TT? 


tl“ P 


rl j.*' ' tly 


d" P 


d*p _ d" P d"Q _ - - 
de" dx* tlx" <lx* ’ 


d n p _ tl“¥ 


d ’ 0 


■d"? 
dj ?~ 1 tly 1 ■ 

d" P 


d n ï> 


tlx"~' tly <l.c“~' tly dj?~' tir t/jc“~‘ tlj- dx* ’ 


donc 


r/"P 


7& + 

tangut = ^ 


tl- P 


dx*~‘ tly — (tangnoi + i) , / tt\ 

- tifï = -è r-iwgn» = 4 )* 


d’où 

(«*) 


t — es -• 

4 u 
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I)e là résulte que si ton construit , comme ntt n° 14, les tangentes 
tm.v courbes P et Q, et tjttc si t on désigne respectivement les angles 
consécutifs formés par t es tangentes par les nombres 
■ .' " ‘ 

O, I, 2, 3,..., 

les bissectrices dus angles de rang pair seront les tangentes a la 
courbe P-4-Q. Les bissectrices des angles de rang impair seront les 
tangentes à la courbe P — Q. ' 

^ v.* 

DÉMONSTRATION d'üN THEOREME DE M. GAUÇKS. 

19: Traçons autour d’un point-racine N, de Tordre «, un cerefc 
assez petit pour que dans son intérieur les courbes P, Q, P — Q, 
P Q se confondent sensiblement avec leurs tangentes, et, par 
suite, ne puissent s’y couper mutuellement ailleurs qu’au point N. 
Un point mobile M qui parcourra la circonférence dans le sens direct' 
de rotation, c’est-à-dire en allant des x positifs aux y |>osi\ifs, devra 
rencontrer m fois chacune des quatre courbes et toujours dans 
l’ordre suivant»: 

...P-0, P, P-4-Q, Q, P-Q, P ' 

I. - ' ' t 

Concevons qu’à chaque, position du point mobile' on substitue ses 

, p pi’" 

coordonnées dans le rapport yr- De la courbe P — Q, où ^ est posi- 

V vy 

■ P . 

tif(17) t lo point M passe sur la cçurbeP où ^s’annule, et de là immé- 

P ; , 

dialement sur la courbe P + Q, où — est négatif. Donc chaque fois 

que le point M .traverse le courbe P, le rapport -jy passe du positif 

au négatif. Ce rapport passe au contraire du négatif au positif 
chaque fois que le point M traverse la courbe Q. 

Donc lorsque le point mobile sera revenu à sa position initiale 
après avoir rencontré m fois la courbe P et : xn fois la courbe Q, le 
P . 

rapport — aura passé in fois dp positif au négatif en s’évanouissant, - 

et 2 n fois du négatif au positif en devenant infini. 

Si au lieu d’un cercle ou d’un contour convexe on trace une courbe 
fermée très-petite, qui présente des sinuosités, le point mobile 
pourra traverser plusieurs fois chaque portion de la courbe P, mais 
il devra la traverser une fois de plus dans le sens direct que dans 
le sens rétrograde, puisqu’il doit revenir à sa position initiale. Donc, 
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pour chaque portion de la courbe P, le rapport — passera une fois 

de plus du positif au négatif que du négatif au positif, et quand le 
point mobile sera revenu au point de départ, ce rapport aura passé 
en s’évanouissant in fois de plus du positif au négatif que du né- 
gatif au positif. Au contraire, ce rapport aura passé en devenant 
infini*** fois de plus du négatif au positif que du positif au négatif. 

Ainsi se trouve démontré, pour un cas particulier, un tbéorèmo 
remarquable dû à M. Cauchy, et dont voici l'énoncé : 

Le nombre des points-racines situés dans C intérieur tF un contour 
fermé, en supposant qu’il ne s’en trouve aucun sur ce contour même , 
ests égal à la demi-différence entre le nombre des variations ( * ) 

descendantes et cclin des variations ascendantes du rapport ~ . pour 

tÿsWflj ,l‘jù : - ‘ V . f 

toute r étendue du contour supposé parcouru dans le sens direct de 
rotation. 

. • * * I 

20. Du cas particulier que nous venons d’examiner, on s’élève 
au cas général par les considérations suivantes, empruntées à un 
Mémoire de MM. Sturm et Liouville [journal de Mathématiques, 
t. I, p. 278) : 

« Soit A l’excès du nombre des variations descendantes sur le 

•' p 

nombre des variations ascendantes du rapport — pour un contour qui 

renferme y racines. Il faut démontrer que l’on a « — - A. Or, 

y 2 

r> i° Le théorème est évident pour un contour quelconque ABC, 
lorsque dans l’intérieur Tle ce contour et sur le contourmème on n’a 
jamais P = 0 alors en effet les deuJc nombres y et A sont tous les 

deux nuis, et par suite l’équation y= ^A est satisfaite. 

» Elle est satisfaite encore lorsque dans l’intérieur du contour ABC, 
et sur ce contour même, on n’a jamais Q — o; le nombre y est alors 
encore égal à zéro, et je vais prouver que l’on a aussi A — o. En 

p 

effet la fraetion q 1 quand on aura fait un tour entier pour, revenir 

au point de départ A, devra se retrouver en co point affectée du 
mèmè signe que d’abord elle possédait, quand le mouvement a com- 
mencé : dpnc cette fraction doit changer de signe un nombre pair 


{') J’appelle variation asnndmlc le changement de signe d’une quan- 
tité qui passe du négvtif a« positif en s’évanouissant, t’ne variation des 

rendante est le contraire. 
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do fois, toujours eji s’évanouissant, puisque son numérateur seul 
peut devenir nul, et en passant alternativement du positif au né- 
gatif et du négatif au positif : donc enfin l'excès A du nombre de fois 
où elle va du -f- au — sur le nombre de fois où elle va du — au -f- 
en s’évanouissant, est égal à zéro; ce qu’il fallait prouver. 

» 2 ° Quand le théorème de M. Cauchy a lieu pour deux contours 
ABCA, ACDA qui ont une partie commune AC, il a lieu également 
pour le contour total ABCDA formé par leur réunion. En effet, 

P • . 

l'excès A du nombre de fois où ^ s’évanouissant passe du -f- au — 

sur le nombre de fois où cette fraction en s’évanouissant passe du — 
au -|- est le même, soit qu'on parcoure le contour total ABCDA, 
soit qu’on parcoure successivement les deux contours ABCA, ACDA, 
puisqu’à chaque passage du -t- au — ou du — au-f-, qui a lieu quand 
on va sur le côté AC de C en A, répond qn passage inverse du ~ 
au 4- ou du -1- au —, quand on và sur le même côté de A en C. Or 
en supposant que le nombre des racines soit égal à f*' dans le con- 
tour ABCA, et à p" dans le Contour ACDA, on a A= ap’ pour le 
premier de ces contours, et A.— 2 p" pour le second, puisque le 
théorème de M. Cauchy est supposé applicable à l’un et à l'autre ; 
d’après ce qu’on vient de voir, il résulte de là que, pour le contour 
total ABCDA, on a A = a ( f*" ) ; donc le’ théorème de M. Cauchy 

est vrai pour le contour ABCDA qui renferme p” racines. 

» Si l’on considère un nombre quelconque de contours juxta- 
posés, pour chacun desquels ce théorème ait lieu, il aura lieu éga- 
lement pour le contour total formé par la réunion de ces deux-là : 
c’est ce qu’on verra en réunissant ces contours successivement deux 
à deux, comme on peut le faire d’après ce qui vient d’être démontré. 

» 3° Étant donné un contour quelconque ABC, on peut toujours 
le concevoir divisé : I. En contours convexes tracés autour de cha- 
que racine contenue dans l’intérieur de ABC, assujettis aux con- 
ditions énoncées n" 19; H. En contours semblables à ceux dont on 
a parlé (i°), c'est-à-dire pour lesquels on n’a jamais à la foisP = o, 
Q — o. Le théorème de M. Cauchy ayant lieu pour les diverses par- 
ties dans lesquelles on divise le contour ABC aura lieu pour ce con- 
tour même ABC; dont la forme est arbitraire. 

» Ce théorème e6t donc entièrement démontré. ' 

' » Toutefois, nous excluons formellement le cas particulier où, 
pour quelque point de la courbe ABC, on aurait à la fois P = o, 
Q = o; ce cas particulier ne jouit d’aucune propriété régulière, et 
ne peut donner lieu à aucun théorème : car dès qu’on l’admet l’ex- 
cès A peut varier avec la forme du contour sans que le nombre p varie; 
de sorte qu’il n’existe alors entre p et A aucune relation constante. » 
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ASYMPTOTES DES COURBES P, Q, P - Q, P-rQ, DANS LE CAS OU P 
ET Q SONT DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET ENTIÈRES. — THÉORÈME 
SUR LE NOMBRE DES RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE. 

21 . Soit une équation algébrique et entière de degré ni, 

,n*)= (A, 4 -B, \/— 1)3" 4- (Aj 4 - B, \/— 1)*“‘ '+... 

■+- (A* 4 - B m /— ï) = o'i 
si nous posons 

z — x+y^—i = r (cosw + V ^ — 1 sim»)».' 

A„ 4 - B. \f — T = p„ (eosa„ 4 - 1/^7 sina. 4 ) , 

nous aurons 

/(,+^vCD^p+o/zr 

= pr"'[cos(a 4 -/«w) -h V^— T sin( a + /««)] , 

4 - p ,*'"” 1 j cos[a, 4 - (in — i)m] - 4 - il— 1 sin [a, 4 - («1 — 1 ) <m J } 



d’où 

P — pr™ cos (a + mu) 4 - p t r m ~' COs[a, 4 -( wl — l) w] 
4 -p,r” , - , ca 6 [a 1 4 -(/ft — 2)0]+..., 

Q= pr"‘ sin ( a 4- /Hw)4-p | r"‘~‘ sin [a,'4- (m i)«] 

4 - p, r m ~ 1 sin [a, 4- [m — a).«] 4-. . . . 

Les polynômes P et Q ainsi définis, nous allons chercher les 
asymptotes des courbes données par les équations P = o, Q^=o. 

22. I.es coefficients angulaires des asymptotes d'une courbe al- - 
gébrique de degré ///, s’obtiennent en égalant à o la somme des 
termes do son équation qui sont du m c " mt degré, après y avoir fait 
x= rcosw, j = /’sinw. • 

Or,' les termes du ni""' degré dans les polynômes P et Q proviennent 
évidemment de la substitution do x+jr\/—i à la place de z dans 
le termo ( A, 4- B s \J — 1 ) z"' de l’équation /( z) = 0. Donc, si réser- 
vant w pour désigner l’angle qu'une asymptote à la courbe P fait 
avec l’axe des X, on appelle v l’angle analogue relatif à la courbe Q, 
on obtiendra w et u en posant 

, pr*"coS(a 4 -«/«) =0, pr m sin(a4-»< u )=30,. 

d’où l’on tire • 


{16 ) 


» = — - 4 -A— 4 ---J-, 
m m % 1/1 


J « , . ir 1 « 

. • u (-* — — w 

. ■>. . 4 . - . m m • a m 
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23. Quand l’équation d’un» courbe du degré ni est telle, qu'on 
puisse faire disparaître les termes du (m — i)** w degré en posant 
x — x'-j-x,, y ~ on sait que toutes les asymptotes de 

cette courbe passent. par le point (x,, jr, )- 
Les courbes P et Q sont dans" ce cas. 

En effet si dans l’équation / ( z) = o on fait z == s'-t-x, -f-j; \/ — i, 
il suffira, pour faire disparaître le terme en de poser 

* ?/ — i A. -f- B. i f — - 1 

ou bien, séparément, 

ü'A.A. + B.B, .. j A.B.-A.B. 

*' Al+bi 




B’ 


La ‘t ransformée pn z' n’ayant pas de termes du ( m — i )""" degré, 
les polynômes P,, Q,, analogues à P et à Q, que l’ôn déduit de cette 
transformée en posant z' == x' + y ' y/—i , n’auront pas non plus de 
termes de ce degré. ' j \ 

Mais il est évident que P, et Q, sont ce que deviennent P et Q 
quand on y fait .r = x'+x t) y — r'+jr,- Ainsi, les polynômes P 
et Q perdent leurs termes du degré m — i par ce changement de 
variables, et, par suite, toutes les asymptotes des courbes P et Q 
passent par le point (.r, , jr, ). ; 

> ' 21. Des formules (16) il résulte : i° que les deux courbe P et Q 
ont chacune m asymptotes distinctes; a° que «deux asymptotes 

i *. ** * , A * 

consécutives de l’une d’elles comprennent un 'angle égal à 

dont la bissectrice est une asymploto de l’autre courbe (*}, 

La construction des asymptotes est donc la même que celle des 
tangentes en un point-racine de l'ordre », . . 

Les équations qui donnent tangw et tango n’ayant que des ra- 
cines inégales, les asymptotes ainsi obtenues sont bien réelles et 
s’approchent indéfiniment des courbes P et Q, tant du côte de l’in- 
fini positif que du côté do l infini négatif. 

2.“. Les courbes P — Q, P-i-Q ont aussi chacune m asymptotes 
■qui passent par le point ( x, , }. Leur position par . rapport aux 

asymptotes des courbes P et Q est la même que celles des tan- 
gentes au n° 18. Il résulte de là qne si le point (.r,, j,) on décrit’ 

«* ' ' • ' 

(*) Ces propriétés des asymptotes ont été remarquées par Gauss et 
publiées par lui, en 1799, dans une thèse intitulée: Dcmonsirairo nov> 1 
ihcorr maiis omnem fouctionem algebraicnm rationalem intégrant unins varia - 
bilis in /adores renies priait vel sccundi gradus resole! passe, Helnisladii. 
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un cercle assez grand pour que, près de sa circonférence, les 
courbes se confondent sensiblement avec leurs asymptotes, un 
point mobile, parcourant ce cercle dans le sens direct de rotation, 
rencontrera 2 /nfois chacune des quatre courbes et toujours dans 
l'ordre suivant : 

p, r+Q. q, r-Q 

Par conséquent, la différence entre 1© nombre des variât ions des- 

P 

cendaiites et celui des variations ascendantes du rapport — sera 

égale pour ce contour à am. Le nombre des points-racines qu'il 
renferme est donc égal à ni, et comme au delà les courbes no 
peuvent pas se couper* on en conclut que toute équation algé- 
brique cl entière, etc degré ni, h coefficients quelconques, admet 
m racines de ta forme ft-t-f» y/ — i . 

PROPRIÉTÉS DES SURFACES DONNÉES PAR LES ÉQUATIONS 

- ~ P, - - Q- 

26. Si dans l’intégrale définie (473} • . . , 


X arr 

, = **/(<>). 


où u lient Ta place de .r-J-j i = r(ços5-f- \l— i sinfl), on sup- 
pose /(«) de la forme 4» («)'-+- V(//) /— i ,i>f>(n} et a) étant des 
fonctions réelles de «, on aura séparément : 

f P«/0 = 2n-4>(o), Ç QdO = airf'(o), 

«/o ' J o » 

P et 0 ayant toujours la même signification, mais devant être con- 
sidérées comme des fonctions réelles de rsmù et de r cos&. 

Voici une conséquence remarquable de ces formules : 

Soit V le volume d’un corps compris entre la surface z — P, le 
plan tj, ef un cylindre droit ayant pour axe l’axe des 3 et r pour 
rayon. On aura : ' 

\-j'j'rPdntO=zJ r rriO j'^'vdH =^2JT<P(o) 
et enfin 

- .. . • V = -r J 4’(o). , 

V . * 

Ainsi le volume considéré est égal a celui d’un cy lindre ordinaire, 
de même base ét ayant pour hauteur *( 0 ). 

En appelant U un volume analogue, dans lequel la surface z — Q 
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remplacerait la surface z = P. on aurait de même 

• ‘ U = itr’l’lo). . t 

Dans le cas de la fonction /(«) est- réelle, ce volume est con- 
stamment nul. 

• REMARQUES. * ' 

27. Les courbes données par les équations P = o, Q = o, ne 

sont pas les seules qui puissent servir à représenter par leurs 
intersections les racines de l'équation /(a) = o. En effet, on ne 
change pas les racines de cette équation en multipliant son premior 
membre par une constante réelle ou imaginaire. Or. le premier 
membre de l’équation c 1 . ' * 

(a-\-b\/— T)/(z) = o 1 

* * f * . . ’ , l, 

se changera pour z = x-\-y ÿ—i en * 

ffP-6QH-(éP+«Q)t^r, ' 
et les courbes données par les équations . 

P, = «P — éQ o, 0, = AP-f-oQ = o 
se couperont aux points-racines de la proposée. 

Les courbes P, et Q, jouissent des mêmes propriétés que les 
courbes P et Q, et si on ajoute à cette remarque, qu’en chaque 

P b 

point de la courbe P, le rapport -y est égal à -> on aura deux 

théorèmes, qui pourront s’énoncer d’une manière abrégée commo 
il suit: • 

P 

La rapport ^ a la même valeur à tous tes samtnets d’un poly- 
gone régulier infiniment petit de “in côtés, dont le centre est un 
point-racine de P ordre n. 

p J 

Le rapport y- a la même valeur à tous les sommets d’un /x>lj ■ 

gone régulier infiniment grand de a ni côtés dont le centre est le 
point de concours des asymptotes. — Le dernier théorème n'a lieu 
que dans le cas où P et Q sont des fonctions algébriques et entières 
de degré m. \ 

28. Tous les théorèmes démontrés dans cette Note ne s’appliquent 

qu’aux fonctions que M. Liouville appelle bien déterminées, c’est-à 
dire à celles qui ne prennent qu’une seule valeur pour chaque va- 
leur de la variable z = x+y\/—i, et qui varient d’une manière 
continue quand le point (r, y) se déplace suivant une courbe quel- 
conque. • •- • • - . 
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NOTE V. , 

, EXERCICES SUR LA RECTIFICATION DES COURBES FLANES, 
par M. E. Pkochet. 


formule pour la rectification des arcs. — Approximation des arcs. — 
Transformation des arcs de courbe, r- Courbes rectifiables. 


FORMULE POCR LA RECTIFICATION DES ARCS DE COURBE PLANE. 

1. Soient AB une courbe plane, O un point pris dans son plan, 
OP une perpendiculaire à la tangente menée à la courbe AB par un 
de ses points M : La normale à la courbe, lieu des point \ P, s’ob- 
tient en joignant te point P au milieu tic la droite OM. 

2. Si Von désigne par p la perpendiculaire OP et par m l’angle 
y ne cette droite fait avec un tue fixe, on aura 

4' * * ( tu ; - » - 

■ v 1 . . * • 

Cela résulte de ce que PM est égale à la sous-normale de la po- 
daire (c’est ainsi qu’on nomme le lieu des points P), quand on con- 
sidère p et w eoromé des coordonnées polaires. 

3. fü du point. O on abaisse une perpcndicidairc OQ sur la nor- 
male CM à la courbe AB, C étant le centre de courbure, on aura 

* . % * , * 

car le point 0 appartient à la podaire de la développée de la 
courbe AB. 

4. \Si t ou désigne Parc AB par s, et luira, et (3 les angles que tes 
normales mue points A et B font avec un axe fixe, on aura 

- V-»- ■ ' • t 1 

En effet, p étant le rayon de courbure, on a 

,= x / 3 p,/i>= x /3{op±c ° ) ^ 

5 . Quanti le point O est le point de concours des normales extrêmes 
et plus généralement quand tes extrémités de Parc AB sont égale- 
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ment distantes des points correspondants de la podaire, on a 


(H) 


f V-. 

% t) K *' x - • . 


Conséquence de (a4 et de (4). 

.. . , » • * 

G. La formule (1 ) ne change pas quand on change p en 
acos<»-J-6sinw. 

Analytiquement cela résulte de ce que 

z — «cosw -t-6sinw 

estl’intégrale générale de l’équation ‘ 

d'z " •• -, 

z + &y- oi . 

géométriquement cette transformation revient à déplacer te point O 
d'où l’on abaisse des perpendiculaires sur tes tangentes à la courbe. 
' ■ , 1 ' \ _ ». 

A F 1 PRÛXIM ATI O X DES AECS DE COQUE. 

' 7. Soient ÂB un arc convexe, 0 un point pris dans ta concavité 

de cette courbe, a F angle des nomades ■ extrêmes, en désignant 
par À i. p, t pi i • • • , p t . les rayons '(le courbure qui font avec la nor- 


, . , » ,. a -îo 3 a 

male au point A les angles o, — > — , 

%n a n 2 n 


i on aura . 

AB> c + 

n 

. . . *•••*' , i J - ' • 

A a< n Pi±f»+ivd:-^, 

n 

si (F ailleurs — ^ est négatif pour les , valeurs' de w comprises entre 


o et a. 


Ces deoa inégalités résultent de ce qao J* ndo peut être consi- 
dérée comme l'aire d'une courbe convexe dont p et w seraient les 
coordonnées rectangulaires. - • 

> 8. Si O est le point de concours des normale? extrêmes, el p , , 
p, , p„ n les pcrpcadiculp/res abaissées sur les côtés tf un j>o- 

trgonc çqnianglc circonscrit à la courbe AB, on aura 

AB = lima s + A*! + ■ . ■ ri- 2 p„ p 0Uf n = tXl 


AB -lima b±&.+v + P«-' 


[>0llT 7/ - - OC . 
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' f- CD une déûile partagée au /joiqt E en deux segments, 
CE = (ï, CD =6. Si ton jxirtagc en tu parties égaies la demi- 
circonférence décrite sur CD comme diamètre et que Pan désigne 
par />„ . jj . lt , les droites menées du point E aux fit vers points 

de division, le- périmètre de P ellipse ayant ta et tb pour axes sera 
compris entre deux circonférences m utâ pour rayotts la première 

iPo+Pi+P, +■ • -4--Î P v , 


et la seconde 


H 


Lp théorème aurait encore lieu sf le point E était pris sur le 
prolongement de CD et que l’on eût encore EC = a, ED ~L. 

40. La moyenne des distances <Pun point /iris dans le plan (Ttut 
aefclc, aux sommets (Pun polygone régulier dune infinité de côtés 
inscrits dans le cercle, est égale au /lérimètre cPttnc ellipse ayant 
pour demèaxrs la plus grande et Ja plus courte distance du point 
à la circonférence, divisé par A7r. — Cas où le jtoint est pris sur la 
circonférence, ' • , ■ . ’ 

Conséquence de (9) , 

^- r périmètre dune ellipse ayant pour axes a a et c b, a~y> b 
étant désigné par E, on tt. 

E>a»r b, 

a-\-b 


E>a7i- 


E<a tc tt 

\/l ré y- o.b 1 


E < tn- 


E> a- ,, E < a * 

• *4 


y/** 1 y/ar/ ‘-f- 1 t/é h‘-+- ^ 


Conséquence de (9). - *' : - 

TRANSFORMATION* DES ARCS DE COURBE. , • * - 

• * , 1 f 

12.,„Si AB et A'B' sont deux droites parallèles, et a, b, des points 
pris sur les droites AA', BB’, de telle sorte que 


on aura 


A a B b 


ni 

n 


ttb s= 


//AB zb mA'B' 

ni-\-n 
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On prendra le signe +- si les droites AB, A'B' sont dirigées dans 
le même sens, et le signe — dans le cas contraire. 

13. Si plusieurs polygones ÂBCD ... , A'B'C'D'..., A'B'C’D'.. ., 
ont leurs côtés respectivement parallèles, si a est le centre de gravité 
des sommets homologues A, A', A”, ... ; b celui des sommets B, B', 

B", . . ., et ainsi de suite, le polygone abed. . . aura ses côtés paral- 
lèles à ceux des premiers polygones, et son périmètre sera égal à 
la moyenne arithmétique des périmètres des polygones proposés. 

Se démontrera d’abord pour deux polygones, puis pour trois, et 
ainsi de suite, au moyen du théorème 12. 

14. Soient C, C', C\.~ plusieurs courbes, A, A', A V . . des points 
appartenant respectivement à ces courbes et tels, que les tangentes 
en ces points soient parallèles. Soit a le centre de gravité des points 
A, A', A”, . . . considérés comme des pointe matériels de poids 
égaux. Si les points A, A', . . . se meuvent sur leurs courbes resf/ec - ■ 
tives en remplissant toujours les conditions précédentes, rare de 
courbe décrit par te point a sera égtd à ta moyenne arithmétique 
des arcs décrits par les points A, A', . . . , en prenant avec le même 
signe les ares décrits dans le meme sens. 

lf>. Etant donné un arc AB, le transformer en un aje d'espèce 
dijférente et de même longue ur. 

Soient OA et OB les normales menées aux extrémités de l’arc AB. 
Soit A'B' ce que devient AB quand on fait tourner la figure autour 
de la bissectrice OC de l’angle AOB. En appliquant le théorème 14, 
on aura une courbe ab égale à la demi-somme des' arcs AB et A'B', 
et par conséquent égale à chacun de ces arcs. 

La courbe ab est symétrique par rapport à- OC. En doublant les 
dimensions d’une de ses moitiés sans changer sa forme, on aura 
une courbe a'c’ de même longueur que AB, mais dont les normales 
extrêmes feront un angle égal à la moitié de fangle AOB. 

• En opérant sur a'c' comme sur AB et répétant indéfiniment cette 
suite d’opérations, on transformera l’arc primitif en arcs de même 
longueur dont les normales extrêmes feront un angle de plus en 
plys petit et qui, par conséquent, différeront de moins en moins 
d’une ligne droite. 

16. Dans la transformation précédente, on a changé un arc AB - 
en un autre arc de même ouverture ou d’une ouverture moitié 
moindre, c’est-à-dire dans lequel les normales extrêmes faisaient le 
même angle ou un angle moitié moindre. Soit a l’ouverture d’un 
certain arc AB, posons p—f(w) : on a 

r u . a • 

J [/(*>) r*ST*r* • 
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On aurait encore 




aw ) 4 -fi ( ao> )] c/ w. 


Sort /?, =/ («) l’équation de la podairo d’une certaine courbe don 
•l’arc serait représenté par la formule précédente : on doit avoir 

/(“)+/’(") =/( 

La fonction fi est donc donnée par une équation différentielle li- 
néaire du second ordre, en général difficile à intégrer. 


r . 


COURBES RECTIFIABLES. 

* 17. Trouver une courbe connaissant sa jxtclaire. ' 

Si />=/(» ) est l’équation de la podaire, r le rayon vecteur de la 
courbe cherchée et 0 l’angle de ce rayon vecteur avec l’axe fixe 
auquel la podaire est rapportée, il faudra éliminer w entre les deux 
équations * , 

t dp . , , dpi 

ata 


tang(0 — m) 


</w‘ 


’ , . 

18. Si Von prêtai f [ta) égal a la dérivée tPune certaine fonction 
F («), T élimination précédente donnera une équation 

• ' = 

qui représentera une courbe rectifiable. 

. j 

1 9. On obtiendra encore une coutbc rectifiable si P on trouve une 
fonction M de x telle, que P on puisse trouver en termes finis les 
intégrales 

. ;• ... - Z 51 '**’ /r^; /: 

Il suffira de poser 

En prenant M de la formo M = ax?, on aura une courbe a lu- 
brique. Si M est une fraction algébrique rationnelle, la rectification 
de. la courbe dépendra généralement des arcs de cercle et des loga- 
rithmes. . < 


II, A' édition. 
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NOTE VI. 

SUR LA RÉDUCTION DES SOMMES AUX INTÉGRALES, 
.par M. E. î’soniET. 


Formule fondamentale. — Application de cette formule aux fonctions en- 
tières, — aux fonctions fractionnaires, — .aux fonctions transcendantes. 
— Théorèmes à démontrer. 


• • FORMULE FONDAMENTAL. » . * 

1 . Soient f[ x) une fonction quelconque et n un nombre entier posi- 
tif. Proposons-nous (le trouver une fonction y(«) telle, que l'on ait 

(') V(«)=/(x)4-/(.r+/i)+/(x4-2A)4--.. • 

4-/ (i+A- I /('). 

Posons . 

- f -H») =/' W4/'(x+7() + a/ij-H- • . 

2; { '■ +f[{.v+u — i h). 

11 en résultera 

'(3) f («+[)--o(/i) = /(j+«/i); 

'(4) ÿ('‘ + t) — ■}( n )~f'{ x + nf, }^ 

La fonction o doit satisfaire à l’équation (3) pour des valeurs en- 
tières de «; mais îl est clair que cette condition sera remplie à. plus 
forte raison, si l’on obtient une fonction ■» telle, que l’équation (3) 
soit satisfaite pourtoutes les valeurs que l’on mettrait à la place de n. 
Alors l’équation (3). est identique. On pourra donc prendre les déri- 
vées des deux membres par rapport ù «, et l’on aura 

(5) ÿV-K 1 )— 

et, en comparant avec l’équation (4), 

(C) v'(«+ >)-'/(") = /*••!< (« + i) —/(•{' («)• 

Si maintenant nous changeons successivement « en //—{—* , «-f-a,..., 
n + /, nous aurons, en ajoutant les résultats, 
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ou bion - 

(7) ' ?'('*) — = . 

& 

Le premier membre de cette égalité est indépendant de t ; donc il 
doit en être de même du second : mais co dernier est une fonction 
do n + i, et il ne peut pas être indépendant de A sans l’ètrc de ri. 
Donc l’égalité (7) sera satisfaite si l’on pose 

(8) ç'(») — /i4-(«) =t, 

c désignant une constante, c'est-à-dire un nombre indépendant de n. 
En désignant ?(«) par S f{x) et ^(«) par S/'(x), on aura 

^Sf[x) = hSf‘(x) + c, 

et en intégrant, 

( I) S/(x) - /l j' S/ {x)<Jn 4- en , 

formule qui fait dépendre la sommation de la fonction f(x\ de fa 
sommation do sa dérivée. On n’ajoute pas de nouvelle constante, 
parce que S f(x) doit être nulle pour n =0. 


' APPLICATION AUX PONCTIONS ENTIÈRES. • _ > 

2 . Supposons que f(x) soit une fonction entière du degré m; 
alors/" (.r) est une coflstaote A, et l’on a tout d’abord 

S/”(x) <= A n, 

I * . * - * 

d’où l’on tire successivement, en appliquant la formule (I), 

A hrP B, n 


S /-■ (j 

s /*-’(*) = 

S/"- 3 (x)- 


1 .a„ . 
AA’/t* 


1 

B, /(«’ 


I s2.3 

KhW 


1.2 

B, Ifir 


B 2 « 

1 ~T~’> 


B ,A«* . B,« 


i.a. 3 . 4 1.2.3 1.2 


et enfin 

s/W = 


AA"/i m+1 


, B, A , B./i"- 3 /i"-' 


1 .2.3...m(m+i) J. 2 . . . m ^1.2. . .{m — 1) 

B lui 1 lin 

■ m— 1 1 m 


B„ B,,..., B,„ sont des constantes dont la valeur se déterminera 
successivement, à chaque intégration, en faisant n = r. 

. . 24. 
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3. On trouvera très-facilement par ce moyen les sommes des puis- 
sances des n premiers nombres. En désignant ces sommes par S„ 
S„ S„ . . . , on aura, en général, 


00 . \ 
on a d’abord 

et en intégrant, 


i=”‘f S * ».w rf «+c; 

•'o 

s, = «, 


s, = -+<•«. 


Pour déterminer c, on fera a = i, ce qui réduit le premier membre 

à i : on aura donc i = i-)-r, d’où e = -ét 
. 2 ’ 2 


S, = — + -• 

' 2 a 


On aura de la même manière 


n n n n n 

S, — : “s- 4 b en = — 4 b g > 

2 3 2 t 3 2 d 

et ainsi'de suite. 

Ou Voit que la formule (II) présente un grand avantage sur la for- 
mule du n° 743 qui fait dépendre chaque somrhe de toutes les sommes 
d’un indice moindre. En partant de la valeur de S,, donnée au nu- 
méro cilé, on trouvera facilement 


S — — — 

* 9 2 12 12’ 


S 6 

S, 


n' 

7 
«» 

8 


n’ . « s a’ « 

— -1 — 7-4-7-) 

4 2 (i 4 a 


a 


). ■ 


y n e y u 1 

12 24 12’ 


e A 2 n* in 7 y iù 2 a 3 n 

— 77 *b — 4 — 5 7 - 4 7 - > 

9 2 3 1 5 . 9 3o 


S, — -—-b — 

* , 10 2 


3«‘ 

4 


7 ni 
JO 


n ' 
2 


3 n 2 
20 


o _ n ' 1 n'* 5« s 

^•“TT+T+T" 


. «’ 5 n 

• « 72 - > 

2 66 


i ’ 




1 i nr 


un' 




12 


!2 


. * 
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APPLICATION AUX FONCTIONS FRACTIONNAIRES. 


4 . Posons 


/W = îiîTô' “■» ù A*)=.-^£j 


On a trouvé ( 744 ) 

Sf[x) = 1 r +• • -H -, ; — r 

' 1.2 2.3 n (« + 1) 


n 4-1 


On aura donc 

* . A. £ 

De là résulte 




. [skp-VM+o ... 

Pour déterminer la constante, faisons h = i ; le premier membre se 

i . • ‘ \ \ 

rédoit à 7 et S/ , (ar) à — 7; donc «= 1, et, par suite, 

4 * 4 

- * •*- '■ * - ■ *" \ v 

<*&";■ „ v à«4-ï / •■'•4 -• 


•• V.. ■ I ■ f ». . <• 3 

i*. a 1 a J .3 J « , (/i + i) ,r • 


ou bien 


3 5 in -)-i 

•+ 7 T 7 : ™ — 2 ' 


1 ‘ 


■ (« - 4 - («+,!)’ 


APPLICATION AUX FONCTIONS TRANSCENDANTES. 

S. Soient . ' • ’ 

’ /(*)=*•, • ‘ : 
y*= Sf(x) =n+e-+-e*-i-ei , +...+e"-'- t 

la formule (I) donnera, en remarquant que f{x) = e“ =y, 

; ■ ' ■. - ' • ■ • ‘ 

'£' = y-+-c 

‘ dn . 


équation dont l’intégrale est 


y = c'r" — c. 
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Les constantes se déterminent en faisant n = o, n = i, ce qui donne 

0 = c'—c, 

1 =c'e — c: 


d’où l’on tire c — c' — .- 


et, par conséquent, 


- , ..i e — i 

i + e-f-c +• • •+ ^ > ». 

e — I 

formule connue. 

G. Comme dernière application, nous allons faire voir comment 
on peut, par le moyen de la formule (I), ramener à une question 
de calcul intégral ordinaire la sommation d’ime classe très-étendue 
de fonctions transcendantes. 
i° Soient 

y=Sttc" x , y, — SieV*, 

* f » 

u' étant la dérivée de u. La formule (I) donne immédiatement 
tir , ■ •’ 

équation différentielle du premier ordre qui ramène S tuf* à S«V“. 
Si donc u est une fonction algébrique et entière de x, alors y dé- 
pendra, en dernière analyse, d’une équation de la forme 


dz 

du 


= az'+c, 


qui s’intégre immédiatement. 

%° Soient 

J'y* Su sinôx, z=?S«cos£x, 

. y,±= S«'sin£>x, z, = Sw'eosix: 

■on aura, en différentiant deux fois de suite, 

<lr 


tin 

r JX 

tut 1 


~bz+y t +c; 

= — b 7 y+ bz 4-ji-f c,. 


Cette seconde équation, linéaire et du second ordre, ramène donc. 
Sicsinèx à S u’ sin bx et à Su'cosbx. On pourra donc trouver 
Snsinéx, par une suite de semblables réductions, quand it sera une 
fonction do x algébrique et entière. - 
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3° Soient 

y ss S tttf* sin ta, z = S ttc" x f os ta, 
y t ~ Sii r c ax iinbx J s,= Sn'c** Costa; 

On aura . 

tir , 

■fc-ri + te + W + r, . 

Jÿ=yi+*(*.+*r+« + f,)+"^» 

l’élimination de 3 entre ces deux équations donnera une équation du 
second ordre et fera dépendre y de y, et do s,. Il sera donc possiblo 
d’obtenir les intégrales demandées quand u sera une fonction algé- 
brique et entière. ' 

Si maintenant on so rappelle que les puissances de sin bx et do 
Costa 1 peuvent s’exprimer en sommes de sinus ou de cosinus des 
multiples de ta, on conclura des trois cas que nous venons d'exa- 
miner la possibilité d’obtenir 

S/( x, sin ta, cos ta, e ° x ) , 
lorsque la fonction J sera algébrique et entière. 

THÉORÈMES A DÉMONTRER. 

• ‘ > 

7. Si m est un nombiv impair, on aura 

S = ?[/»(« + !)], 

' * * % , r 

tf désignant une fonction entière. • 

- * • 

- 8. Si in est un nombre pair, on aura 

S„, = H(«-M)(a« + l)?[«(« + 0], . • 

<f désignant une fonction entière. 

9. Soient s m la somme des m'“" a puissances des nombres entiers 
premiers à l'entier n et inférieurs à ce nombre , c la constante tjié 
entre dans la formule (II) , P(i) l’expression 

* (.-«'} (.-*). 

a, b,. L étant les facteurs premiers de n; on mira 
s m _ | du + cP ( n — 1 ) x n. 

On conclut de là que, pour obtenir s m , il suffit de multiplier les v 
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termes du développement de S„, ordonné par rapport aux puissances 
décroissantes (1e «, respectivement par P{^ 1 ), P(o), P(i). . . . On 
!» ainsi, en observant que P(o) = 0 , 

, ‘ ' C • 

•V= " p (- *)> ■ . / •: ’ 

.r^ÿpf-O+^Pt.), 

y * - 

et ainsi de suite. ( Voir pour cette dernière question an article de 
M. Thackcr dans le Journal fie Crcl/e, t. XL, ou tes Nouvelles An- 
nules de Mathématiques, t.X, p. 3»40 »* ■" ' ' 



t 






1 





Dkjitizéd by Google 


TABLE 

DES DÉFINITIONS, DES PROPOSITIONS ET DES 
FORMULES PRINCIPALES 

t COSTEXl'ES 

DANS LE SECOND VOLUME DU COURS D’ANALYSE. 


TRENTE-SEPTIÈME LEÇON. 

DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION SOLS LE SIGNE. — DÉTERMI- 
NATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

■418 à 450. Différentiation d’une intégrale définie 

PAR RAPPORT A SES LIMITES. 



du = — f (a) tla dbt • • 

. * t • ♦ 

451. Différentiation ij’lïie tntécrale définie par 

RAPPORT A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 



’ N 


Si les limites a et b sont indépendantes de t, on aura 


± = f b ‘^ds. 

fit J J ■ de . *. 

432. Quand a et b dépendent de é, on a 

du e=± — /{a, l)da -\-f(b, .t')4lb -t- dl f d.c, 

î . ' " ’* * • *)a ™ • * •' 
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453. Interprétation GÉOMÉTRIQUE. ; • . 

454. Différentiation d’une intégrale indéfinie far 

RAPPORT A UN PARAMÈTRE VARIABLE. Polir dijféientier 

une intégrale indéfinie par rapport à un paramètre 
variable, il suffit de differ entier, par rapport à ce pa- 
ramètre , la fonction placée sous le signe 

455 et 456. Intégration sous le signe. 

J n h r\d r* d . * 

r/x / f[x,y)dy = J dy / f(x,y)dx. 
a Je Je Ja \ 


457. Détermination de l’intégrale I sin B xctr. 

Jo 


u n — j“ sin n xdx. 


Soit n pair : nous aurons 

X I 3 5 « — I 

k» = - — 7 • g ' ' > 

2246 n 
248 n 

v 3 5 J n •+■ 1 

458. En faisant y — sinar, on a 

ni y n d y 


„ -, i y,y ■ 

*' Jo S/T=?' 


459. Formule de Wallis. ' 

x 2 2 4 4 ® 

ï~~7'3'3‘5"5' 


TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

460. Intégrales eulériennes de seconde espèce. — 
On donne le nom d 'intégrale eulèrienne de seconde 
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espèce à I’intégfale définie 


3 7 9 




Æ n—J e~ z ( Le . 


On doit supposer n positif. , 

461 . t)n a 

r(«4-i) = *r{/»). 

462. Pour n entier et positif 

. T (n) T = i.?..3 . .(« — i). . 

403. On a 

‘■«= 1 ' (■ 

' 464. Intégrales qui se déduisent d’une intêcuale 

CONNUE PAR LA DIFFÉRENTIATION SOUS LE SIGNE. 

r* dx _ 1.3.5! . .-( a;i— 1 ) t 

J 0 (x* -+- o }' M_1 ” > 4-6...Î» 

. . • / 


, rf ni 


463 . 


466. 


/nCO 
«/O 

• r 


g-oi jn-igjn Jxr/x = — sinnO, 


r («) 


£~**x“~'cos ixzÉr 

5 . P’ 


cos /z S. 


467. Intêgralf.s déduites d'autres intégrales au 
MOYEN DE l’intégration SOtS LE SIGNE. 


X 


00 tr c * — tr " , - I.a’+i 1 

— cos bx dx = — 1 


2 c 1 


468 . 


J n 00 
O 


—^ dx =\ Z . 

X c 
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sin bxdx = arc tang ~ — arc tang y* 
x . b u 


470. On a 


X 


* sin bx , • ir .. 

ax = — 1 

X 2 


pourvu que b soit >o. Si l’on avait &<[o, le second mem- 
bre sentit — -• - • 

.. 2 

471. Emploi de considéeations géométriques poub 

LA DÉTERMINATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 


J r* i - 

C -*<1 X = - \Jn 

o 2 


472. 


J /»» pi 9 ' . r pco pi • . 

[ , dy f /(x, j)rfx= / r /(r cosO, rsin 9)rrf8rf/-. 
O «/o «Ai «/o * . - 


473. 


/ CO 

e~*'dx — yÇ. 

• «0 


474. Si y(;c) est une fonction paire de x, c’est- 
à-dire une fonction telle, que l’on ait identiquement 
f{x)=f[ — x), on aura 

f f(x)dx = ïf f[x)dx » , 

' J —'Xi m \ J o 

Si / (*) est une fonction impaire, c’est-à-dire si 

/(— *) = — /(•*)> on aura 

H f(z)dx=o. 

■ ■; J—n 

r ,,, 3 . 5 . I) -("+0 

I e~ a * x u dx — y/ir< ; j a ' . 


475. 

! 
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476. Emploi des imaginaires. 

• /IX 

I e~*' m;’" + c- , ‘ r ) dx = t-’ y/r. 

Ja ^ / 

* , , I 

En posant a == « 

J r ~ | 

I e~*’cos2a..r<£r = - e~ K '\Jir. 

o 2 ' 

477. Intégrale obtenue a l’aide d’une équation 
différentielle. < 

J f e r ' ,, coïiwfürc= i.e - *'»/», 
o 2 


TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. . 

v i ' 

SUITE DES INTÉGRALES DÉFÎMES. INTEGRALES EULÊRIENNES. 

> * ' * 

478. Méthode de M; Cauchy. — Formule. fondamen- 
talé. — - Soient z une variable imaginaire, /• son module 
et p son Argument, en sorte qu’on, ait 

. z = /■ ( cos/z -t- ^ — i sin/i) = rcf^'. ■ 

Soit f[z) une fonction due qui reste finie et continue, 
ainsi que sa dérivée, pour toute valeur de z dont le mo-‘ 
dule r est inférieur à une certaine limite R. Supposons, 
en outre, qu'en laissant le module constant et en faisant 
croître l’angle p d’une manière continue depuis une 
valeur quelconque a jusqu’à la valeur oc -+• 2Tr, la fouie- i 
lion reprenne, pour p = « -f- 2 7T, la valeur qu’elle avait 
pour pz=za. . 

On a la formule 

. . - /»a+ 27T 

(I) = /Wp. 

«* < ■ * f . » 

pour (oui module r moindre que R. > 

. ’ S : • « 
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38a 

m 

du module / 

480. 

(II) 

481. 

. /»«-+- 2 7T ' ' 

(III) f (;*)'= — l f (x •href'?-') d/; 

' , 2îT Ju. 


n ait-lît 

). La valeur de I /(s) dp est indépendante 


/(°) = 7 - f > "f{reP^),!p 

Z* J O 


9 .. 


482 et 483. Applications. — Les formules précé- 
dentes donnent les valeurs d’une classe nombreuse d in- 
tégrales définies. 

,a7r tlp 


i= -î- r- 

2 * J O 1 — 3 
r 37t (l — rcosp)dp 

X î— s 


■•Jtr cos/7-4-r J 

S 

'el^pcfp 


= 2 rr, 


h - r * : sin 

X 1 — --2*C08/> -{- r 2 

484. _ • . 

, /*îir 

I — 1 c arcos/H-> / ^iur»ii>^ n ÿ, j 

2 tt J 0 • 

4 • /'Slî ~ 

• 1 f .i(.ojj> c03 ( £, sin^j) dp =: 

Jo 

. . . , ' . * • 

I t Act?s/> s ; n (g s j n rfy; — o. 

' c. » j mlo>' ' '• 

J /» a ^ . I 

i (fp 4- 0 ^ — i )^» 

O 

X O 7f . 

1 ( ^ I 27COS/Î + 7-] dp = 0, 

• » - 


■ 2 rr, 


48o. 


jf 


1 — rsin p , 

arc lang — rr/? = o. 

c i — rcosp 


* « 
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486 et 487. Développement des fonctions. — 7 Une * , 
fonction F(x) (l’une variable x, réelle ou imaginaire, 
peut être développée en série convergente suivant les 
puissances entières et positives de x, tant que le module 
de xesl moindre que celui pour lequel la fonction ou sa 
dérivée première devient infinie ou discontinue. 

488. Des intégrales eulériennes. • — Définition. — 
Propriétés de l’intégrale de première espèce. — O11 
nomme intégrale eulérienne de première espèce et l’on 
représente par B [p, q) l’intégrale 


rV' ( . — 

J o- 


x )*-' dx, 


dans laquelle p et q désignent des nombres positifs. 
L’intégrale précédente aurait une valeur .infinie si p 
ou q était négatif. 

O 11 nomme intégrale eulérienne de seconde espèce 

rM= r 

489. I/intégrale de première espèce peut se metLre sous 
’ l’une des deux formes 

T 

/"*» yr-'dr ~ g* 

I — , 2 I sin 7 - 1 0eO5 J 7~‘ Or/O. 

Jo (i + -r)' ,+ * J o ■ • 

- 490. 

7) = b (7, /»)..; 


491, 


Bf/' + '.î) 
B(/>, î + 1 ) 


P + <1 


B(p, 7). 

Ii(p, 7 ). 


P 7 

‘ v < 

492. Belatiôns entre les intégrales de première 

ET DE SECONDE ESPÈCE. 

r(^)r( 7 ) 


B (p> <l) 


r (p éh 7 ) 
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493. 
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\ . J" uPr' (a — u 


1-' du = aP + v- 


r (p) r (?) 
r (/> -f- y ) 


494- Intégrales multiples qui s'expriment a l’aide 

DES FONCTIONS Fr ' •" . . . 

* r\n , t /wi— x '/»a — x-/ . t 

A= f xf~'dx I yi-'dj I z r ~~' (a — x —y — z)‘ _l f/î, 

A _ it *tù*+* r (P) ri[ ? )r(r.)r(,) 

r (/ J + 7 -4- f-t- f) 

JJJ 1 r (/' + 7 + ’- + <) 

pour toutes les valeurs positives de a:, y, z qui satisfont 
à l’illégalité • 

495. De là on déduit la valeur de l’intégrale 

B = J' f J" ■ rP ~'d r ' , ~' z '~' dpdydtj 

étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z pour les- 
quelles la somme \ {j^j‘ resle inférieure 

_ JHlHi) 

-Pv ,•(£ + £ + r+,\ 

\ a P 7 J 


,ou au plus égale à -t. 


B = 


nPbicT 


496. Applications a la recherche des volumes et 
des centres de gravité. — Par exemple, en faisant 
a = /3 t=/= a, pxxç = ;•= i , Vz= volume du 8* de l’el - 
lipsoïde dont les axes sont 20 , ai, ac, 


V = 


r nl/c 
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■497. Coordonnées X l , y,, r, du centre de gravité de 


ce volume : 


_3 ■ 3. 3- 

■r,~ a, y^-b, z, — -r. 


QUARANTIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES F.Ï DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 

•498. Condition d’intégkabilité des fonctions de 
deux variables. — Intégrer une expression différent 
tielle de la forme Mrfx 4- Ndy, c’est chercher une fonc- 
tion de x,y, dont celte expression soit la' différentielle 
totale. 

Si l’on désigne par Mrfx + Ndj la différentielle totale 
d’une fonction u, on aura 

rfM _ d N 

i . dy ' dx 

L’expression Mrfcc-f-Nrfy ne pourra être içlégréc si 
cette relation n’a pas lieu. 

^ * 

499. Si cette condition est remplie, on aura, en posant 
v = J M dx, 

500. Extension au cas de plusieurs variables. — 
Soit 

. M dx -f- N<0" 4- P dz = du : • 

■ on aura 

rfM _ rfN dP dû __ dV 

* ' dy^dx dz ~~ dx ’ dz . ~dÿ ’ • 

V. 

conditions ijécessaifcs pour que la formule proposée soit 
intégrable. . ' . 

II. 2*' r dit ion. , ?.5 
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601. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, 
la formule proposée est intégrable. 

En posant — fMdx, et <f étant une fonction de y 
et de z telle, que 

r/?:=? ( N “$) rf - r+ ( P “î) </2 ’ *■ ’ 

on aura » an r -j- ; • , 

602. En général - — — est le nombre des conditions 

nécessaires et suffisantes pour l’intégrabilité d’une for- 
mule, » étant le nombre des variables. 

603. Equations différentielles. — Définitions. — - 
On nomme équation différentielle du n‘ imc ordre une 
relation entre une variable, une fonction de cette va- 
riable et les dérivées on différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu’au n lrmr ordre inclusivement. 


604 et 606. Intégration des équations do premier 
ordre. — Séparation des variables. — L’intégration 
s’effectue immédiatement quand il est possible de mettre 
l 'équation sous la forme 

. * V 


on aura 




*+■ C. 


606 et 607. Équations homogènes. — L’équation 

M dx +• N djr = o 


est h&mifgène , quand M et N sont des fonctions homo- 
gènes et du même degré des variables ai et y. On a, dans 
ce cas, trt étant le degré del’homogénéité, . * 



DIS MATIERES. . 3§7 

L’intégrale est 

■ \x+ f -c. 

508 à 510. Equations que l’on peut rendre homo- 
gènes. — Otv rend homogène l’équation 

(a -+- mx -I- ny) d.r -+- ( b + px 4- qy) dy = O,' 

en posant ' ’ . 

x = x' + 0L, y=y~\-Ç, . . 

bn — aq ap — bm 

a = > o ■ • 

v mq — np mq — np 

Si mq — np — o, on pose 

mx -t- ny = z : 

il en résulte 

bm — an-\-[p — n)z 

équation où les variables sont séparées. 

Si, en même temps que mq — np = 0, cm a <7 = o, 
il faut que n on p = o, et les variables se séparent intnuV 
diatemcnt. 


QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 

SUITE DK l’inTÊURATION DES ÉQCATIONS DI PREMIER ORDRE, 

511 et 512. Equations linéaires. 


c-JPJ* 


(f ( t- etvdx<h 


<lr + C 


513 et 514. Équations qui se ramènent aux équa- 

\ ... * ,« * ' 

TIONS LINÉAIRES^ 

- d y 


dx 


-4- P/ = Q.u*. 


e, ,0 


io. 
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Si l'on pose y — -=z,ori aura l’équalion linéaire 
• di 


dx 


-f- (i — «) P* = Q 


et 


y'~* = (i — n) e(*-\)S? dx QeC'-’OJ'P^d.r-t-çj- 

515. On peut obtenir l’intégrale générale de l’équation 

!+*,=«,=+ a-, 

quand 'on' en connaît une intégrale particulière. Posons 
y ='u -f- &, l’équation sC ramène à 


dz 

f/.V 


- + (P *- 2Qx) z = Q* 5 . 


0 16. Problème de de Beaune. — Trouver une courbe 
telle, que la sous-tangente soit à l’ordonnée comme 
une ligne constante est à la différence entre l’ordonnée 
et l'abscisse. 

. L’équalion de la différentielle de courbe est j 

' • - l L — y ~ ,r , 

< dx a , 

On trouve pour son intégrale 

X . -, ** 

y — x -y- a-\- Ce". 

51T et 618. Problème des trajectoires. — Trouver 
une, cour be qui coupe sous un angle donné toutes les 
courbes renfermées dans l’équation 
(') ' F(*,J r,a) = o, 

af tant un paramètre variable. 

, , « (d F d? dy\ d F dF dy 

(2} w ~ dz dx) ^ di + df Tx : 

L’élifninalion de a entre les équations (i) et (a). donuéra 
l’équalion différentielle du lieu. 


DÉS MATIÈRE?. .* 38y 

o 19. Quand l’angle donné est droit, les trajectoires 
sont dites orthogonales, et l’équation différentielle ré- 
sulte de l’élimination de a entre les deux équations 

' , dF , dF ' ■ . 

V{x t jr,a)=a, —dy- — dx = o. 

• . . t v J v * 

520. Equation du premier ordre et d’ck degré quel- 
conque. i- Cas ou l’équation ne contient pas expli- 

. c ■ dy 

citement x et y . — ÎJOit, en posant — = p, 

v p) = o. 

S’il est possible de résoudre cette équation par rapport à 
on aura une ou plusieurs équations du premier degré 
que l’on tâchera d’intégrer. 

i ' 

521. Si l’équation se réduit à 

F (p) = °> 


on aura 


F( 


y — c 


= O, 


522. Équations qui ne renferment pas l’une des 
variables. — Supposons que Péquation soit de la forme 




Si Ton peut la résoudre par rapport à ét en tirer 


dx 


£ —M* 


sera ramene a . 


on aura y — J'f(x) dx, et le problème 
une quadrature- 

523. Si l’équation peut être résolue par rapport a x, 


on aura 


x =/{p), 

. y =pf(p} — ff(p) + 

on éliminera p entre ces deux équations. 
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3124. Si l'équation différentielle ne contient pas x et 
quota puisse la résoudre par rapport à )% on aura 

y=f[p\ •* = £^-~ t, P~ hC ‘ 

323. Cas Ou. l’équation peut être résolue par rap- 
port a l’u»e »es variables. — Si l’équation contient x, 
y et f», et quelle puisse se résoudre par rapport à Tune 
des yariables, y par exemple, en sorte que l’on ait 

y— f {**!>), .. ’ 

on aura 

. .. . ... '• , df df ' 

dy ou pdx = — dx - 4 - dp . 

dx dp 

• ‘ ' \ 

Si l’on peut intégrer cette équation, la relation cherchée 
s’obtiendra en éliminant p entre l’équation intégrale et 
l’équation ys=f{x, p). 

. 327 à 329. L’équation - \ , 

y=pj: + 7 (py 
peut être satisfaite : i° par 

•' ^ = 0 +^( 0 ;. 

a 0 en éliminant p entre , . 

* -4- <?'(/>) = o et 1 - y=zpp -h <p (p). . . 


QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SUITE DES ÉQUATIOJS DU . PREMIER ORDRE. 

330. Toute équation différentielle du premier 

ORDRE ADMET UNE INTÉGRALE. 

331. . Il EXISTE UN FACTEUR PROPRE A RENDRE "DIFFÉ- 
RENTIELLE EXACTE LE PREMIER MEMBRE d’uNE ÉQUATION DU 

premier ordre. — Quand on saura trouver ce facteur v 
et l’intégrale nde la différentielle totale >’ 

« =C sera l’intégrale de l’équaûon = o,-’ 
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532. Jl existe une infinité de facteurs propres à rendre 
lé premier membre de l’équation Mdx -+- I^idy =s= o une 
différentielle exacte. 

533. Tout facteur V propre à rendre Mdx H* Sdj 
une différentielle, exacte est de la forme vxp fif ■ 

535. Si deux facteurs V et v rendent différentielle 
exacte l’expression Mdx-(-Ndy, leur rapport égalé à 
une constante sera V intégrale de V équation 

M dx -H N d 'y — O. • 

536. Déterminatios dd facteur y. — > Le factcUr v 
doit satisfaire à l'équation 

dv dv (d M <7N\ . - 

^dx- n dfi=\if-^y 

Celte équation peut dans quelques, cas servir a trouve 
le facteur v : , 

i° Si , f ne doit dépendre que de x, on doit avoir 


dM dti 
dy dx 

~~~ 5 


=/(*). 


. 4 .* / * • • . , 

; Si N« i, l’équation devient 

■ • :!’/ <r 


dx 


+ P/ + Qi='ft, 


Il suffit donc, pour rendre cette équation intégrable, de 
la multiplier par ef rdx . C’est le cas de l’équation linéaire, 
’ . a° Si le facteur v est de la forme XY, X étant une 
fonction de .r, et Y une fonction de > , on a . » 

' rfM d N . , • 


■ \ - 




, 537. L’emploi du facteur v redonne les méthodes pré- 
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cédemment exposée» : ainsi la séparation des variables 
dans l’équation "• ■ • < 

XYrfr-f-X, Y,dy^-o, . ' - ‘ 

' . ' ♦ • 

où X et Xj désignent des fonctions de ar, et Y, Y, des 
fonctions de revient à multiplier l’équation proposée 

par le facteur — ■ * 

La transformation employée dans l’intégrijtion de l’é- 
quation homogène revient à multiplier le premier mem- 
bre par- ‘ , • . 

i 

. - . . Mx + Jîy '»• 

Si le premier membre de l’équation Itomogèue est déjà 
une différentielle exacte, l’intégrale sera 

Mx + N/ ~ c. 


QUARANTE-TROISIÈME LEÇON.* 

• SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS A IJEUX VARIABLES, 

•> ». * 

538 à 540 . Comment les solutions singulières des 

ÉQUATIONS ;A DEUX VARIABLES SE DÉDUISENT DE l’iNTÊ- 
grale générale. — On obtiendra les solutions singu- 
lières d'une éfjuation différentielle du premier ordre en 
éliminant la constante entre l'intégrale générale et sa 
dé tirée par rapport à la constante égalée à zéro , ou 
bien entre cette meme intégrale et sa dérivée par rap- 
port à y égalée à l'infini. 

541 . Solutions singulières déduites du facteur qui « 
rend intégrable le premier membre de l’équation. — 
L’équation - .. 

v — co 

contient toutes les solutions singulières. 

t . . 

, 542 . Exemples de solutions singulières. — i° 

f ■ ‘ . . - / • 

xdx -f- ytly.-^z dy s/x\'+- y ~ — <*’ t ' - . ' * 
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intégrale ' ' r 

'2CJT -t- c 7 4 . a 7 — x' =; o; 

solution singulière 

k „ • 5 , -E i r’ — a 7 = o. 

o.i3. 2 ° Trouver la courbe dont la normale a une 
longueur constante. _ 

Equation différentielle , /';• 

• - * . . * : ' . • # 

, dy 7 '• 

• T-+- r 1 -f-, •*=«?: 

«*- 

intégrale ' 

, • • '(* — c)*-h r» — a 7 ; 

solution singulière 

y'— a 1 . 

S ii. 3 ° Trouver une courbe dont les tangentes soient 

à une distance constante a < 7 e l'origine. 

Equation différentielle 

.y—l ,x 

. . . " ■ ; = a : 

intégrale 

. j = çx -h a \ / 1 +•£-' ; 

solution, singulière 

'**"■ 4 * y I=z à 3 . 


■ 5-45. 4° 




, intégrale générale • - - , 

«J 1 -*- (i — n)\x — c)-=q^ . - t 
^olijtion singulière si n est i * ' • ' 

546, 5° Trouver une courbe telle , que le produit des 
perpendiculaires abaissées de deux points Jixes F et 
Sur la tangente soit constant et égal à b*. 
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Equation di-iléren liclle • , 

- y = px + \J b' + : 

intégrale, générale . 

y = mx -+- + b*.', • 

solution singulière . 

' Æ' J y 2 

ellipse qui a pour tangentes les droites représentées par 
l’intégrale générale. 

. o 47. 6° Trouver une courbe, (elle, que la portion delà 
tangente TS comprise entre les deux axes 'soit égale à 
une longueur constante a. • • • ' •• 

Cette courbe est l’épicycloïde obtenue en faisant rouler' 
un cercle dans un autre cercle de rayon quadruple. ' 

548. La solution singulière représente l’enve- 
loppe DES COURBES DONNÉES PAÉ l’iNTÉGRALE GÉNÉRALE. 


QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D’UN ORDRE QUELCONQUE. 

549 et 550. Toute équation différentielle admet 

UNE INTÉGRALE. -, 

Soi . Toute équation . . ,*..•■ 

• *'[*> Y, c, c’,. . ., c(*-^)] = o, ' 
qui satisfait à V équation différentielle donnée et qui ren- 
femie m constantes arbitraires au moyen desquelles il 
soit possible de donner, pour x = a, des valeurs arbï- 

' \ (î V (!»'—> y 

traire s b, b', . . ,, b ( "*~ ,) à y, • • • > cSt identique 

à l’intégrale générale. », 

’ J '* * > . 

552, Conditions que doit remplir une fonction pour 
ÊTRE l’intégrale D UNE ÉQUVTtON DU m' 4 ?' ORDRE. 
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S3S Ct 536: INTÉGRALES DF. DIVERS ORDRES d’uKE ÉQVA- 

’TiON' différentielle. — Une équation différentielle de 
J’ordre m a pour intégrale une équation de la. forme 

F[*. J» c> c', c",. . cl—'î] =o. 

En éliminant tour à tour chacune des m constantes 
c, c 1 ,. . . , c> _1 ), on obtient m équations différentielles • 
du premier ordre dont chacune contient seulement m — i 
constantes. Ces équations sont dites des intégrales de. 
l’ordre m — -4, ”•• •' ' 

Eu éliminant successivement deux des m constantes, 

oit aura- —- ^ équations différentielles du deuxième 

ordre contenant chacune ni — 2 constantes et qu'on 
nomme intégrales de L’ordre m — 2 . 

557 . Ou pourra de tnème parvenir à des intégrales de 
Tordre /«-— 3, de l’ordre 1 / 1 — 4? de. Si l’ou" élimine 
toutes les .Constantes moins une, on aura m équations difr 
férentielles de l’ordre m — J qui seront des intégrales du 
])retr%ier ordre. ' ■. , - . 

i>58. Les intégrales du premier ordre, résolues par 
rapport aux constantes, donnent in équations de la forme 

011 aura ' % ' 

du 

A V -U V" -i. . A 

dx 


du du , du „ 

■ + TyS+'d?’ n + 


+ 


Cette équation doit être identique. , 

d m y 




559. Intégration de l’équation = v. — Si l’on 

’* dx* 

désigne par J'vdx" l’intégrale j dx Jdx . . .' j'odx qui 

résulte de_/t intégrations successives par rapport à x, 011 
aura • , 

. * ' .* a /•-*- "* 4 *; , . . # 

y=lr dr" g- 
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5Q0. L’intégrale multiple qui entre dans la valeur 
de y peut s’exprimer par la formule • v . ; 

[ x”~' I vdx — [n — !)«""* I vxdx 

. J ‘ J 

(n— i)(n — 2 ) , r . -, r , 

H — - — — JC? - * 1 vx'dx ... ± I 

* # ‘ «T '* * >■ ' 

561. Posons v=/(x), nous aurons • 

• : ’ f. jf/wi«-*rTA.. 


QUARANTE-CINQUIÈME leçon, 

* I 

• V • ^ • • v » 

INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS d’uX ORDRE SUPÉRIEUR. 

563 . Équations de la forme f ( %--'■ ■> = o. 

\ a-*” - ' •'dx m f 

-r— Soit d’abord l’équation . - ■ . 

#r_ f (dy\ ■ ' " • 

d.r' J \dxY . ' • ; , 


En posant — ;«=rp, on aura 




ir - + «, 


*’ ‘ S ' 


f[p) 

; • , p~f i*h 

y ~ j*? [*)dx + c'. . 

564. Si l’on ne peut pas tirer p en fonction de x , on 


aura 




' . • • y = f£±. + C '. 

S J /(/>! ’ ^ 

565. Exemple. Trouver la' courba dont le rayon de 
Courbure est cvnslant et égal à a. Cercle. 
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3bf). Si l’oil a l’éfjùation^ 

r\ 

- = o 


h: 


en posant 
on a 
' d’où 


f j- d”y ' 

\ ’ tl.z» 

d*~< y 
dx m ~' ~P' 


■ ■; ■ 
P = *(»>> ‘ 


y — J f [xjll-r'-' -f- t'a" 1 - 2 -f. . . 4- C (»|-|^ 

Si p ne peut pas s’exprimer en ,r, oii aura 

. / * • / • . V ** 

tl"~ l y , . 

• 2 - J /{p) ’ 


d m ~*y 


ï^ fjp. Çp±-+p x . c .. 


djtf~ 

et ainsi de suite. - • 

067 . ÉqüATIOSS I)E DA FORME /( 1 , _ () 

J \ dc‘“~'‘ ,tx" ) - • 

— ‘S"’ 1 ^ ?=/Ü )-,0n aura , 

•. . (ê)' '=*fnr)<r+‘, 

• x=c ' + /; 

568. Exemples. 


V'c-d-a f/{y).(ly 


cl'y 

~+n'y^o, 
y — A sin nx + B t os /w, 
~-,P x=:0y 
j = Ae" x -f Be' * x . 
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- 569. Pour ramener au cas précédent («67 ) les équa- 
tions de la forme 

- . • 

- , J dx"‘ ] 

' rl m —*y “ • * 

il, suffit de poser ^ /■'• 

• . ” * t t k • * * * . « ‘ 

570. Équations qui peuvent s’abaisser Jt un ordre 

inférieur. ■ ' , 

/ t/'\y ' d" +, j d"y\ 

*{*' zf* dr) ' : 

* • * ' , 

^ ii- ly* # ^ # • * 

îin posant — p, on la réduit à 

• • '• * * - s 

• V / <//> . d"-"o\ 

' • £’•••’ ^) = °-; 

» « • _ •* < 

•qui n’est que de l’ordre m — n> . ' 

‘ • 37i.- ; ■ * • • ... ” ■ •• 

. ... dy .• rf*> - rf-n_ G . 

On pept abaisser l’ordre d’une unité en prenant y pour 

» * - v ' ■ m J rfy 

variable indépendante et faisant ^r^=p. 

572. Applications géométriques. — Quelle est ta 
• courbe dont le rayon de courbure est en raison inverse 
‘ de l'abscisse? •> 

• ■’ • ' (t + P'ï 7 _ 

dp a-r 

- A < </.r 

'* '# .» , . ** 4 

en appelant — le produit constant du rayon de courbure 

par l’abscisse du point correspondant de la courbe. 

’ y- r (*'+ c ) d: * _ , 

> J 4 a> — (*M- C )’ 

courbe élastique. , - .. 
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573. Plüa généralement, si le rayon de courbure doit 
être une fonction f[x) de l'abscisse, on aura 


‘ (»+/»») 

‘Il 

tlx 


=/(*). 


-H <V 


p p dx 

y i +P~J Â* 

jr== J'f (*) fc-k c'. 


574. Trouver une courbe dont le rajon de courbure 
soit proportionnel ü la longueur de la nonnale com- 
prise entre la courbe et l'axe des x. 

L’équation différentielle du problème . est 


(,+ '’ 1 W(. + „■)% 


. ..f 


dp 

dx ■ 

. '* 

• l , 

k désignant une constante positive on négative,, selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport à Taxe 
des X. , ' 


dx : 


ÿ-] 


Cette équation peut s’intégrer si n est un nombre 
entier. , 

i° n = — i :■ : 

(x — .(/)’+/’ = c*, . 

tous les cercles qui ont leur centre sur l’axe des x. 

a 0, n == i : * . . .' 




cbairietle. 
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3° n — — a : on ad équation différentielle 


dy \cy — y‘ 


dx 


y 


cÿcloïde dont la base es,t sur l’axe des x et dont le rayon 
du cercle générateur est -• 

i ~ > 

4° n= 2 : ' 

(■* — c'y = 4 c [ÿ — c) t 

toutes les paraboles qui ont l’axe des x poiir directrice. 

575. Équations homogènes. — Equation différentielle 
homogène par rapport à y et à ses dérivées * 

V • • . ' 

• , / dy d m y\ /, 

. .;*(*'* 

n le degré de l’homogénéité. 

Faisant ' . • 

y=ef*, 

on aura une équation différentielle de l’ordre m — i . 

1 ; * » ' . • • • *, I •• , ^ 

57,6. Exemple. ‘ . ' . «• , * . •**- . 


d'y ^ dy 

dx 2 x dx 




:>•••> -~j =o,. 


dx " 1 


y = C’x — 

577. Toute équation 

• c( d y d 2 y 

\ 7 ’ dx' dx 2 ' 

• . ^ # r . : ' ; 

homogène par rapport aux indices des différentielles, si 
on pose ^ = p, deviendra homogène par rapport à />, 

dp d 2 p . d'—'p '' j " 

9 • * • • • • * • » / 

dy dy 1 'dy ** 1 < * 
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dx 


ÿ=/w(l)'' ■ ■ 

c J eriïwtrdy. ; 


4oi 


QUARANTE-SIXIEME LEÇON. 

. INTÉGRATION DBS ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE. 

578. Définition. — Équations linéaires , équations 
dans lesquelles la fonction cherchée et scs dérivées n'en- 
trent qu’au premier degré et ne sont pas multipliées 
entre elles. Leur forme générale est. 


... d" r ' „ d m ~'y . d™~ , r 


.. + T |+D^ = y, 


dx * dxf "~ 2 
P, Q, . , T, U, V désignant des fonctions de x. 

579. Propriétés des équations linéaires privées de 

SECOND MEMBRE. 




à-'r 


dx m 


dx m ~' 


dx™~ 


dy 

A” T ~r — H U/ = 0. 

dx 


Si des fondions particulières y,, y*,..., y„ satisfont à 
cette équation , la somme de ces fonctions et même la 
somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques c t , Cj, . . . , c„, y satisfera egalement. 

580. Si l'on- connaît m solutions particulières de 
V équation (II), on aura V intégrale générale en posant 

• . * ■ 

y = c { y, -f c,y, -f-. . . -h c m y m , 

> ' 

poutvu que l'on puisse déteiviiner les constantes de ma- 


nière à donner à\, > • • • » 

" H V 

run 

II. 2® édition. 


dx' ' dx 1 
pour Une valeur quelconque de x 


~ des valeurs arbitraires 


si6 
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" 581 . L’équation linéaire j en posant y = e^ z y prend 

la forme 


d m ~'u 


4-. .' .+ ( u m •+• Pit"— ' 4- Q ur'-* H- ... 4- U) = o. 


Quand une valeur' u = r, indépendante de a:, annule 
le polynôme k 

u» + P* , - , -i- Q**" 6 4- - «\ -+■ Ü —f ( « ) , 

;F équation {II ) est satisfaite par y = ce”. • • * 

382.' Equations linéaires a coefficients constants. 

— L 'équation /(«) — <o n’admet que des racines eon- 

s tantes r,, r,,..., r m . En les supposant toutes différentes, ' 
l’intégrale générale sera 

y — r t e r \ x ~\r Cjtf'* -i- c a (fm x , 

583 et 384. Cas des racines imaginaires inégales. 

— Lorsque l’équation 

-, AV- 

/(/•) —T"-t-Pr*-' 4 -. ..-f-Tr-t-ü = o ~ 

a des racines imaginaires, , , 

r, = a + 6 y^T,' r,= a — 6 \f—ï} . 

OBI " . * 

e 1 e , 'i^4-eje r, * = {Acos6x 4- BsinSx)e* Jt . 

♦ * - •' ' - ^ * ** ' 

583 à 391. Cas des racines égales. — Lorsque l’é- 

quation S 

q. P/*- 1 + Qr^ J + . . ,+ Tr -f D = o 

’ a des racines égales, supposons r t =r,, on aura 

y = « r > ^{e -q- e’ x ) 4- e 3 e r j* -I- . . . -4- c m e'm*. 

Quand trois racines sont égales, 

y— V>* (c q- c'.r + c"x’) + r,c r4i -+-- . .4* **? m *• 
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Si la racine r, était quadruple, il faudrait remplacer 
les termes qui s’y rapportent par 

tfO*(c -±- c' x + c* x J - (- ef'x 3 ). 


■ • QUARANTE-SEPTIÈME 1EÇ0N. 

INTÉGRATION DE L’ ÉQUATION LINÉAIRE COMPLÈTE. 

f * • 

592. Réduction de l’équation complète a inéqua- 
tion PRIVÉE DE SECOND MEMBRE. — Soit 


w ^ 

Posons 


d m y d'—'jr 


,*r 


d.r m ~ 


ur = p(*;. 


= f zda . , 
Jo 


z étant une fonciiou de x cl de a tellement choisie, que 

dt d’z d m ~ 3 z . il 

- soient nuites pour « = x et que 


Z " dx' dx »’ 


dxT' 


l’on ait pour cette même valeur 
d"~' z 


dxT~' 

d m ~'z 


d m z 
dx“ <lxT'~ 


*(*), 


dt 

...4-T— -t-U* = o. 
dx 


En posant^ = U -f- v, l’équation (I) se réduit à • 

'•‘/f ,* •* * • ’/ * 

. . d* v d m ~'v ' du 

W ^ + V d^+-‘- + T dx + Vv ~°- 

Et si J’on peut intégrer généralement cette équation, «H- u 
sera l’intégrale de l’équation {I). 

593. Cas ou les coefficients df. l’équation (II) sont 
constants. — Eh désignant par r,, r„ r,,. . > , r,„ les 
racines de l’équation : 

/(/•) = r m + Pr"-' . . 4 - Tr + Ü = o. 
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e TJ* 

e, -t- f e '*“F(a)</« 

«/ 0 • ' 

e T ' x 

/'(n) 

O + J 

1 

-4— .... 

rin) 

rl — 

«,« '■ ■ ' A 

c. + J, c~ ,mK F(a).-/u 


594 à 600. Cas ou l’on connaît Uï» certain nombre 

d’i»TÉGRALES DE l’équation PRIVÉE DU SECOND MEMBRE. 
Si l'on connaît n . intégrales distinctes de V équa- 
tion linéaire privée de fécond membre , on pourra rn- 
ménèr V équation complète à une équation linéaire du 
(m— ■n) ,4lB ~* ordre. f ‘ v v * 

On pourra donc abaisser l’ordre de l'équation (I) d'au- 
tant d’-unités qu’on connaîtra de solutions particulières 
de l’équation (II), et l’intégrale générale de l’éqtiation (i) 
sera de la forme- ' 

4 I « " t 

y == «jj, by, -f- . . . -t- /j« -t- > , 

«' • -, ■ . 

). étant une solution quelconque de l’équation (I). 

L’équation linéaire n’admet pas de solution singulière. 

601 . De quelques cas ou l’on peut intégrer l’ét 
quation linéaire a. second membre. — .Si, U et V sont 

' y , ’ ' 

des constantes, on fera jr — -t+-z, et l’on aura 

• *’ , \ 

' . rl m - (l m *~ 1 z rfz 

^ + p rf-^+---+ T rfi + u2 = 0 ’ 

Equation que l’on sait intégrer, si P, Q,.,., T sont aussi 
des constantes ' ... ■ 
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002, Les coefficients du premier membre de l'équa- 
tion étant constants, si 

. V = Ax° -+• Bx»~' + ... H- G* + H, 
on posera ~ -, , 

/==«*• + bx 1 '-' -+-. . ,-f-gjr-f- /, = a, . - . 

et l’on déterminera a , g, h y en exprimant que cette 
valeur satisfait à J 'équation proposée, ce qui formera au- 
tant d équations qu’il y a d'inconnues. Une première in- 
tégrale étant obtenue, on posera j =; u -j-v, et v ne dé- 
pendra que d’une équation linéaire à coefficients constants 
et privée de second membre. 

603. Si - • ; • 

» ... V = Acos/ix Bsin/ix, 

on fera 

X — a cos nx -+- b sin nx , ( 

- aG-hbH z= A, aK -t- iL = B, ‘ 
L’intégrale générale sera 

y = a cos nx -+• b sin nx z , . . 

z étant l’intégrale de l’équation • ... 


d m a. _ d m ~'z 

+ P 

daf 1 dx m r x 


dz 

T— -hVz = o. 

<lx 


bOd et 605. Lorsque GL — HK.= o, l’intégrale doit 
avoir une autre forme qu’on trouve par un artifice de 
calcul dont voici un exemple. Soit 


(*) 


d? Y 

— +^ = COS a:. 


On prend l’cquation plus générale 

( 2 J -+■ y = cosnx, * 

cos nx — cos x „„ . v 

- - -. f — — H C cos x — C’ sin x. 

1 — rr < 
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Faisant n = i , l’intégrale générale de l’équation (iy est 
x sin x 

y — (- C sin x 4- G cos x. 

■ 2 „- . • 

006. Quand on a 

V = A cos itx 4- B sln/ix 4- 4' cos n' x 4- B' sin n' x 4- . . . . 

En posant y = n 4- u f -h . . . , il suffit de satisfaire sépa- 
rément aux équations . \ • ï: 

ci"* ti . d m ~~ ! (t ' 

— h P — i h- . . .+ Uit — A cos jut 4- B sin nx, 

dr» diT-' . 

/ /» a ' rf«»-r u r ' k ‘ 

+- P , — 4- • . Ua'== A'cos«'x4r B'sinn'x. 


. dx“' 


dx”-' 


007. ; 

(Int y , 1 . 

<*- r + 6 >" rfF P * ï~'d*==T “'"• •• ■ * 

« * ”*• ^ ' 

-t-T(ax 4- A) — . 4 - Ur — O, . 

' • . • . . «** . . • * - 

P, Q,.. .,Jf, XJ étant des constantes. ’ 

Soient r, , r't , • les racines de l’équation 

r(r — l) (r' — *y...(r — /n4rl)a™ 

4 - Pr(r — i). . „{r — m 4 - a) a" -1 - 4 -. ., TJ 4=p, 

l’intégrale générale sera • . 

y Ci («x 4- 6)0 4 - Ci (nx 4- 6) rs 4 * ...» 4 “ C OT (*tx 4 — 

008. Propriétés de l équation du. second ordre. — 
Quand on connaît une intégrale particulière y x de l’é- 
quation 


d'y 

dx 3 


dy 

4 -P^4 - Qr =o f 


on a 


r — C'jy4- C^i 






r. 


« aA* - 

009. La fonction y et sa dérivée — ne peuvent pas 


Digitized by’Gôogle 


J 


DE» MATU RES. 4°7 

êu-e nulle» en même temps. La même propriété appar- 
tient aux fonctions y. et » 

J dx .. , ■ . 

Deux valeurs de x qui annulent. compreu uen t une 

valeur de x qui annule jr* 


QU AJIAN TE-HUITIEME LEÇON. 

résoixtion des Solutions différentielles rn les sérier. 

. j f i , 

610. Développement; par la séiue de maclaitrin. — 
Quand certaines dérivées deviennent infinies pour x=o, 
la série tombe en défaut, à moins qu’on n’attribne des 
valeurs convenables à d’autres dérivées qui ne sont' plus 
arbitraire». Dans ce cas, la série contenant moins de 
m constantes arbitraires ne représente plus l’intégrale 
générale, mais seulement une intégrale particulière. 

Exemple: -, . ..<■ 

d*r dy . • 

. ^ ♦ J* V 

* 641 et 612. Méthode des coefficients indéterminés. 

613. Altre forme de développement. — L’équation 
linéaire du second ordre 

d , r rfr < 

p s + ^ = ° .. 

peut, toujours se ramener à uive équation à cïetrx termes. 

d'z 


dx' 


— & z > 


R étant une fonction connue de x. 


614 et 615. En posant t — A -t- B(x — a), on a 

/> x n *• r* x s* x < s* * /» x 

;=/-|- I dx I JjLtdx-{- l clx I Rdx I . . dx I Rtdx • 

«/A va va va va va 
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suite indéfinie dont chaque terme se déduit du précédent 
en le multipliant par R<£r*, et en intégrant par rapport 
à x deux fois entre les limites a et x. Cette suite est con- 
vergente quand la fonction R ne devient pas infinie dans 
l’intervalle où l’on fait varier x. 

^ SI 4 £ 

On traitera de la même manière l’équation = R 2, 

et l’on aura une série où chaque terme s’obtiendra en 
multipliant le précédent par Rrfx"* et intégrant m fois. 
017. Application : équation du'second ordre 

. d 2 z - • : 

. à laquelle se réduit l’équation dite de Riccati 

dy , • ‘ 

. ■ :* dx \ • ■ • > . 

- I dz . • s . . 


? Z dx 


A 

*'[ 


eu posant 

Pour plus de simplicité, supposons « — nous aurons 
i ■+■ 




■(« - i - 1 ) ( m-zh a) (m-H)(ffl + a){j/n-i-3)(îra + |) 

> s . ■ ■ •• p> < 

^ \m 1 ) (m 1 ) (a/n-+- 3) ( 2 /// H— 4) (3/m 5)(3//i +6). 

x" +K 


+ 


+ 


(/// -+~ 2 ) (m -+■ 3) (m 2 ) [m 4 - 3) (îm -t- 4 ) (t /// 4 - 5) 

J.âlït-f-7 ^ ^ 


m 4- 2 ) (/« -f- 3) ( 2 m 4- 4M 2,W ■+■ 5) (3m 4- 6) (3m 4- <j) 

618 et 619. Intégration d’une équation différen- 
tielle a l’aide d’intégrales définies. 

• . / l*r m dy 

~ H r + 2 /dy = t), 

dx 1 x dx • . 

y,=kj' cos(//xy/2cosoc)sin m- ' oïdot, 

' J* =■• A'x 1- "' (* cos(/ixy/2cosa)sirt'-*arfa. ' ^ - 


] 

} 
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620. La valeurdej', devient illusoire quand on a m=o 

OlIffl^O. 

La seconde intégrale j, n’aura une valeur linie que - 
si 3 — m est positif. 

ji -t-j j ne représentera l’intégrale générale que si m 
est compris entre o et 2 . . . • . . .... 

021. Cas particuliers : * 

1° 171 =o, * 

» * — ’ fc 
- , y = esinÇ/j.ry/a) c'cos (A*ry a)- ■ 

* a° m =i 2 , 

csirt(A.rya) -t- c'ros(/(.r \/3) 

jr _ — — - — 

. 3°. m-sraii. On posera m=i + h et- l’on appliquera - ,. 

le procédé de d’Alembert. -, i 


' • .QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. ; 

Equations différentielles ëisrutTANÉts. 

• # 

022. ÉLIMINATION d’lNE VARIABLE ENTRE DEUX ÉQtTA- 
TIONS' DIFFÉRENTIELLES. 


1 {'• £ 


il m y 

<lz 

de z 

liïF 1 ' z ' 

Tx'" 

’’ aAiF 

d"y 

dz. 

z/Iz 

17' ** 

dæ * 

’ zAr» 


I = O, 


On difféientiera n fois la première équation, et m fois 
la seconde? on aura ainsi rn 4- n + 2 équations entre 
lesquelles il sera possible d’éliminer par les moyens or- 
dinaires de l’algèbre les .m 4- « •+• i inconnues 

* \ .. *• ( # ^ dx 

^2^ | il * # ■ 

^ L’équation finale sera, en général, d’un 
ordre égal au plus grand des deux nombres n-+-p, jn + q. 
623. Plus généralement, si l’on avait r équations dif- 
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fércntielles contenant une variable indépendante x et r 
fonctions y, z, u,... de cette variable, on éliminerait y 
entre ces réquations, ce qui donnerait r — i. équations 
eiitre z, it, etc. On éliminerait ensuite 'Z entre ces r — i 
équations, -et ainsi de suite. On arriverait ainsi à une 
équation dilïérentielle ne renfermant plus qu’une seule 
des fonctions inconnues. 

624. Systèmes d’équations du prèmibr ordre ÉQUI- 
VALENTS A UNE OU PLUSIEURS ÉQUATIONS D I!H ORDRE QUEL- 
CONQUE. — L’équation 

- .* J : dy d 'y \ 

, . y> dx ' d ^y •' H -, , 

est équivalente aux équations suivantes : 



dy ' , 

dy' _ 

4 • 

- v" 


* . 

rfx — T 

'* dx y 

-J * 


* 


v' v' r 

y > y > 

dx / 

— 0.- • 

62o. Les équations 



t ” • 

i * f ' 

d y. 

dx’’"’ 

d'"y 

Ih?-' z ’ 

dz 

dx ’’ 

dPz\ 
’ rfarf .j 

- / 

dy 


(h 

rfïz' 

F ( x, y f 

dx'"' 

dx*' ’ 

7Ü'' 

' ’ ’ 3Î7 


Lia Iiî> ^ 7 ^ r ? s *• 

par le système des équations du premier ordre 
dx~ f ’ dx ■ dæ 


dz , dz' „ 

“ Z , T z i • 

dx dx 


d.z' 1 -V 


dx 


- = 


; ■•'(*. r, ,v- >•■••• • zr } "• ... 


» F_^e, y, y! %• t >> r* ** •* »• • :» dx 

En général, étant donné un nombre quelconque d’é- 


». • ■ > y 1 “» *» z '*’ * •» 


d.zü-'l 


-H .. ' 
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quations différentielles renfermant une variable indépen- 
dante et plusieurs fonctions de cette variable, si l’oit re- 
présente ces dérivées, à l’exception de celles dont l’ordre 
est le plus élevé, par des lettres, on aura un système d’é- 
quations simultanées et du premier ordre qui sera équi- 
valent aux équations proposées. 

626. Théorèmes ,sur les intégrales des équations 
. Simultanées du premier ordre. — Trois équations dif- 
férentielles simultanées et du premier ordre peuvent être _ 
remplacées par des équations de la forme 
dx dy dz du 

Les équations intégrales doivent contenir trois con- 
stantes arbitraires. ' 

• 627. m équations du premier ordre entre m 4- 1 'va- 
riables, et qui peuvent être mises soifs la forme 

. dx dy dz 

. ’ • T ~ çT ~ ¥’ . 

Admettent toujours m intégrales contenant in constantes 
arbitraires. . 

628. Quand ou ne peut pas résoudre le système proposé 
par rapport à toutes les dérivées, il existe entre les varia- 
bles un certain nouibre de relations algébriques, au moyen 
desquelles on peut faire disparaître les dérivées dont le 
système n’a pu fournir la valeur. Dans ce cas, le nombre 
des constantes n’est plus égal au nombre des. fonctions. 

629. Intégration des équations simultanées du pre- 
mier ordre. — Soit 


dx 

Y 


dy 

Q 


dz 

R* 


du 

T 


un système d’équations simultanées. Les équations inté- 
grales peuvent être remplacées par le système 

... . . ! . s ■* ‘ • 

a = c, 6 == c', 7 = c". 
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. " ( . • • , 

Ou peut donc trouver trois fondions de jp, z, u qui 

conservent des valeurs constantes quand on y fait varier 
simultanément toutes les variables. 

On aura les trois équations identiques 

_ da. „ d'j. du.: ..du 

p r + Qr +R r + v 7 -=°> 

dx dy . dz dtl 

, de - de * . de de -, ' • " ■ 

> , dx ,dy dz , du • . 


pÿ +Q ÿL + R ù.+ Y ù.--i. 

dx * ci Y cl Zi ' ClU / 


^ r » 


G30. Réciproquement, si l'on troin’e une fonction 9 
des variables x, y, z, u, sans constante arbitraire, telle, 
que l'on ait identiquement ^ 


réquùtion ' ; 


d G 

I 

dx 


do „ d« „ de 

Q d^ R *+. V dd : 


: O, 


sera nue intégrale des équations simultanées 

. dr dy dz du ' , 

T ~ "Q = R = V~ ' 

L'équation * , . • 

f(a, 6, 7) = c ’ J • , 

est aussi une intégrale des équations proposées.. 

f>32. Toute fonction 9 de x, y, z, u < 7/11 satisfait à 
V équation .... - . . 

_ dô -do „de 

tffotf se réduite à une fonction de <x , 6, y. 


. CINQUANTIÈME LEÇON. 

SUITE DBS ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 

• > ' 1 »* * 

<>33. Cas de: deux équations, méthode de d’Al km- 

beet. — En éliminant tour à tour ~ et on obtiendra 

. • • clx clx 


\ • 
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dçux équations de la forme suivante : 

|+p/+o>=v, 


4i3 


t/z 

f/jr 


-+- P '-y -+- Q'z = V', 


Ajoutons ces équations après avoir multiplié la se- 
conde par une indéterminée 9 : nous aurons 

• % + (P + p 'ô)r-MQ-i-Q'0)* = v + v'e. 


Posons 


il eu résulte 


t —JT-+ ÔZ, 


^ + (P + P.' 6) (t-«!) + (Q + Q'«)» = V+ V' 0. . • 

• V -• ■ . 

On éliminera 7- en égalant son coefficient à zéro et l'on 

a tira' . 

£e ' 

dx 

. * 

ifx 


+ (P+ P' 9)9 — Q — Q'9 = o, 
+ (P + P'9)r — V — V ? 0 — tr. 


Si l’on connaît seulement deux intégrales particulières 
P, et 0 t delà première équation, ces intégrales particulières 
é/ant mises à la place de 9 dans la seconde équation, ou 
obtiendra deux valeurs correspondantes de t, t x et t t . On 
aura ensuite y et z au moyen des deux équations 

y + 0, s = t , , y + 0, s = t,. 

634. Dans le cas où les coefficients-P, Q, P', Q' sont 
constant», on peut supposer 9 constant dans l’équation 
en 9, qui se réduit alors à 

• ' (P+ P'9)9 — Q — Q'0 = o, 

et donne.,deux racines constantes que l’on prend pour 9, 
et.0», si ces racines sont inégales. , 
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Si les racines (Je cette éqaation étaient égales, on aurait 




635. Intégration de trois équations linéaires. 

» t • \ 

<ty 


dx 

dz 


•+• P y -4- Q 1 ■+■ R u — V , 


Posons 

dQ 
, dx 
- d\ 


4 — +P'r+Q'3 4-R'« = Ÿ', 

# i 

f lïL + p/ + 'tJ**+R'«=V'. 

' dx ‘ ■ * . 


' . * 

4-(P + P'e -HP"*) 0 — Q — Q'6 — Q''* = o, 


_^_(p_l_p'S-f- P"*)* — R - R’O — R"* = o, 

' . v •• \ " : 

f"_p(p_ I _p'5-+-P''*)f — V — V'0 — V"}=o. ' 

Si l’on connaît .trois intégrales particulières A, , 0, 
et les valeurs correspondantes i,, A,, X, j f,, t, et f s , les 
trois intégrales seront 

y -t- 8i* "4~ *i« = ti, > 

*> 

y -4- 6 j 2 -4- * a (* — fjj 1 • 

y -H ®j* + *3® “ t,. 

636. Dans les cas où les coefficients P, Q, R, F, ... . 
sont constants, en posant . 

P-t-P'6-R P">. = p, 

on aura 

V (p-'PUp-Q'Mp-*") 

• - R'Q"(p - P) — RP"( P - Q') — QP'(p - R') 

— QR'P" — RP'Q" 

Soient p,, p„ p, les trois racines de cette équation, 
et f,, t% les trois' valeurs de t\ on aura pour les inté- 
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grales cherchées 

y + 9 : t-f-\,t=ze-P} x J^c, + J (V+ V'9,-f-V' , 3i 1 )cP. ;r < icj, ' 
<r p >*£c 1 -+. J (V + V'e 3 -hV''). > )c/> f x diJ, 
y + 0 3 S + î.,«=: C -fl. x ^ 3 -i- J (V + V^ + Vn 3 )e°a x r/.rj. 

637. Autre méthode. — On ramène le cas général au 
oas des équations privées de second membre. 

. Cas où les coeflicienis des premiers membres sont' 
constants. Si l’on connaissait trois systèmes de fonctions * 

(yi> *i, l ‘i)> (jf) z *i Wî) 3 (jst z 3i l h ) satisfaisant aux 

équations ' 0 . 

- ë + Pr+Q 1 + r«=o, • .V ■' * 

■ . . I ' 

,dz , ' . i 

■ • — +P/ + Q i R' m = o , 

~ ■+ P"r-+-Q"'ï-i-R'«=o > 

on y satisferait encore en posant ' ' 

7 = r,j- 1 -f-c J y- î -4-c»^, t ... 

- * = C, *! -f- C, Z] -t- C, Zj , ‘ 

' ■ ' I*=>c,u, -h C,u 2 -1- c,a 3 . , ' 

Cherchons maintenant à résoudre les première équa- 
tions par des valeurs de la forme 

X = e~ px , 2= f u = -je~P x , 

• / ' 

p, p, v désignant des constantes inconnues. La substitu- 
tion de ces valeurs donuera les équations ' 

P 1 — p + Qfi + Rv = o, 

P'-HQ'— p>M-R'*=o, 

P / '+Q'> + (R"-p)v = o. . 

L élimination de a et de ventre ces équations, conduit 
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à une équation du troisième degré en p, déjà trou- 
vée (636). 

Les trois, valeurs de p étant désignées par p if p , , p t , et 
les valeurs correspondantes de p et de v par p, , p t , p t , 
v,, v,, v 8 , on aura trois solutions particulières d’où l’on 
déduira la solution générale 

y= <•,<;— c,e~P >x + c.e~P‘ x > 

z — c,p. l e~P‘ x + c,u..e~P' x + c 3 it 3 c~P’ r , 

* * ' > 
u =■ c, », e~ P' x -t- c,»,c“ P» x e,vj e~ P • *• 


638. Prenons maintenant trois équations avec second 
membre V, V', \". 

En y regardant c it c t , c s comme des fonctions conve- 
nables de x, on aura • 

7 S 

T dc x ^dc. . „ ’ffc, 

e Pi x — — *t-c Pt x _ -+- e "" = V, 
aj). dx dx 

. . ' ' < ' r v 

u. 3 c~P> x ~ 4- p 2 e~Pt x ^ -+- pL X c~P»' T ' t ^- = V', 

. . - dx ‘ dr . 1 dx , 

*,c~P‘ x ■+■ v»c~ /** < ~- -+- ».,c — ?,xt ~r 

rfj: rfx ax 

Do.ce.s équations on. tirera les valeurs 

dx 


- * 

de. 

dc 3 

. * 

Zu 

dx~ 

S?-»» 

— À 

% 

1 

' c, 

=Jx <lx •+- 

Cm 

i * 

4 * 

t < 

C l 

■f 

< 

II 

ç„ 


c. 

II 

N 5 

fi 

+ 

C 3 . 

.• 


639 cl 640. Méthode de M. Cauchy. 

a 

644. Remarque sur les équations simultanées. — 
Soient 

f(*> y > y', 2, z') = », 

•' - F ( r > y y y'i z, *')3=o, • '* • 

. . . . . ' ' 

v *. ■ V . » - 

i • • * 
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deux équations simultanées du premier ordre, dans les- 
quelles^' et z' désignent et 
Les équations 


c/f 

< l X ' 
c/F 


c/f du 
i/jr' dx 


d( 


c/f dv 
dz' dx 


d F du c/F c/F dv _ 

tiy dx~^~ ^ J-r 


dy ' tiy dx ' dz dz' dr, 
auront pour intégrales générales 


u = A 


<h_ 

da 


u r, y 

*dV 


dz „ dz 

" “ A Ta*'* dir 


A et B désignant deux constantes arbitraires. 


CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DES ÉQl ATIONS Al’X DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

642. Equations qui se ramènent aux éqcations dif- 
férentielles ordinaires. — Le problème qui fait l’objet 
du calcul inverse des différences ou des différentielles par- 
tielles consiste à chercher une fonction connaissant une 
relation entre cette fonction, les variables dont elle dé- 
pend, et une ou plusieurs dérivées partielles de celle fonc- 
tion, prises par rapport à ces variables. 

64^. Quand les dérivées partielles ne sont relatives 
qu’à une seule variable, il faut opérer comme si l’on avait 
une équation différentielle ordinaire, mais après l’inté- 
gration remplacer les constantes arbitraires par des fonc- 
tions arbitraires des autres variables indépendantes. , 

6-44. Ce procédé peut quelquefois s’étendre à des équa- 
tions où entrent des dérivées partielles relatives à deux 
. II. a* édition. a'J 


* / 
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variables. Exemple, 


d’u 

dxdy 


du 

a T.= xy - 


du 


En posant — = p, on a 


dp 

d ï 


-+■ ap — xy. 


• 64o à 647. Elimination des fonctions abbitbaibes. 
— Soient 

u=f(x,y, z ), 6 =/.(*, J, *), 

deux Tondions déterminées des variables x, y, z, et une 
relation arbitraire 

ê = (a.). 


Posons 


dz 


dz 


d*- yi dy 


nous obtiendrons une équation de la forme 
P/> 4- Q? = V, 

P, Q, V étant des fonctions de x, y, e. 

648. Soient maintenant trois fonctions de quatre va- 
riables, x,y, z et u, savoir : ( 

* a =/, (x, y, z, u), S — y , z, u), y = / i {x,.y, z, u), 

et, <j> désignant une fonction arbitraire, supposons que 
l’on ait l’équation 

'?(«> 6 > 7 )= °- ' • 

Posons 


du 

dx 


du 

■ p ’ * ! 


du 

* dE = r > 


nous aurons une équation de la forme 
*7> + Q? + Rr = V. 
649. Plus généralement toute équation 
• V «»*»•■•.»'» F) = °> 
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où désigne une fonction arbitraire et a, c,..», /, ix, des 
fonctions déterminées de ni -h i variables, conduira, par 
le même procédé, à une équation linéaire aux différen- 
tielles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctions 
a, 6, . . . , p, quelle que soit la fonction y. 

630. Exemples : 

I" z-l-x :=: <p (x -t- /), _ . 

\ p — (] -+-1 — 0. 

Ii ’ / V-. ^ ' 

2 0 ; * = *”.?(£)’ 

px -+-(/ y — wz. 

I 

651 et 632. Equations linéaires et du premier 

ORDRE A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES. Si 

■ /(*, x> *) = ^> r, z) = c', 

sont les intégrales du système 

dr _ dy <1z ■». 

T = ‘q _ r’ 

H. si l'on pose À .r- 

a=/(x, j, z), 6 =/,(x,y,z), 

l'intégrale de l'équation 

Pp -4- Q? — R 

sera • - , 

z = <f(6), 

tf désignant une fonction arbitraire. 

654. L’intégrale st=<p(6) conviendrait encore aux 
équations 

_ dy _ dy _ 

p i L + R ^- = Q> 

diT dz . 

• ~djc„dx n 

Q — -t-R — = p . 

. . . dy dz 


‘ r 
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655. Exemples : 

■ ' ■ i° xp JY/ = 0, 

• • t ’ , î * t s* ... 

2 =?( x r)- 

2 ° px-— qsf = — )'S - 

P — Q — O, . 

5 = Ÿ (r-4- r ), _ 

/y- — = », 

Z=rç(x , + J r ). 

656 et 657. Equations qui renferment les dérivées 
d'une fonction de trois variables indépendantes. '• — 
Soit proposé d’intégrer l’équation 

P p -t- Qy + Rr — V.; 

• Si l’on prend les fonctions inconnues «, €, y, de telle 
sorte que . 

a = c, 6 — c' , y ,c" 

soient les intégrales du système 

rlx (fy dz du 

Y ~ "q = Y “ T’ 

t 

désignant une fonction arbitraire, l’équation % = 9 ( 0 , y) 
sera l’intégrale de l'équation proposée. 

658. La même intégrale a = < j>(6, y) convient aux 
équations suivantes : 1 • 

_ dz ^ dz „ dz „ 

p S + q 3P + v S 5 = r ’ ; ■ 

P ï+.,4+v4:ig, 

dx , dz du x 

. *r. . * . , . 

_ dx dx. dx 

Q 77 + R -r - 4 - v -r = p. 

. * -dŸ dz du • . 


^DigiUzed by C^oogle 


DES M ATI En ES 


4ai 


■ 6o9, Exemple ; 


, du du du 

^T,^ y Ty^ z Tz= mu ' 


‘•y 


' :■ . ,t ' 

c’cst*à-dire que h est une fonction homogène et du degré m 
des variables x,y, z. , 


CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

.APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 
, y PARTIELLES. 

060. Surfaces cylindriques. — On appelle surface 
cy lindrique toute surface engendrée par une droite indé- 
finie qui se meut parallèlement à une. droite donnée, en 
s’appuyant constamment sur une courbe donnée, nommée 
"directrice. -, , 

y — In = 4> ( x — az), 

4> désignant une fonction quelconque, est l’équation la 
plus générale, en quantités finies , des surfaces cylin- 
driques. 

061-. Réciproquement, toute surface dont l'équation a 
la forme précédente est cylindrique. 

062. Equation aux dilférentielles partielles des surfaces 
cylindriques : 

> y' ap -+• bq = I. 

663. Cette équation exprime que le plan tangënt à la 
surface est toujours parallèle aux génératrices' 

• 064. Intégrer l’cquation des surfaces cylindriques, 

' • - . “P -E bq =*t . 

. Solution J y •*- èz = 4> (x — az), 

M % k.' . * 

i / #■ . . 
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660 . Si la surface cylindrique passe par une courbe 
donnée 

F ( x > /> *) = °> Fi (■?>• r, z) = o, 

' on fera 

- x — az — a, y — bz — 6. 

En éliminant x, y, z entre ces quatre équations, on 
trouvera une relation telle que o = <£ (« ) ; on aura par 
ce calcul la forme particulière de la. fonction 

600. Si la surface cylindrique doit être circonscrite à 
une surface donnée * * 

, . r 

P(*> r» *■) —-O» 

la courbe de Contact sera déterminée par celte équation et 
la suivante : 

d F 


d F , d F 

a d^ + b dï 


dz 


O, 


667. Surfaces coniquf.s. — On appelle surface co- 
nique une surface engendrée par une droite indéfinie qui 
passe par un point fixé et rencontre constamment une 
courbe donnée. 

Equation générale, en quantités finies /"des surfaces 
conique» : 

r- 


= <t> 


.r. — a 

z — - c 


Équation aux différentielles partielles des surfaces 
coniques: 

Z — C,= (* — «)> -+- (y -r b) q. 

669. Intégrale de l’équation aux différentielles par- 
tielles : 

y — ' 


: — -,c \ z — c j 


La fonction aebitaire sera déterminée par la condition 
que la surface conique passe par une courbe donnée on 
soit tangente à une surface donnée. 

670. Surfaces conoïdes. — On appelle surface conoïde 
toute surface engendrée par une droite qnf est toujours 
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parallèle à un plan donné, nommé plan directeur, et 
assujettie à rencontrer une droite et une courbe données. 

Prenons pour plan des xy un plan parallèle au plan 
directeur, et pour axe des z la directrice rectiligne, on 
aura 

V V ; z = a> ( — 


(571, Équation aux différentielles partielles des sur- 
faces eonoïdes : 

px -+- qy = o. . 

Cette équation exprime que le plan tangent en un point 
quelconque contient la génératrice correspondante. 

.672. Surfaces de r&volutiok. — Les surfaces de 
révolution sont celles que l’on obtient en faisant tourner 
une certaine courbe autour d’une droite fixe. 

Pour plus de simplicité prenons l’origine sur 1 axe OD. 
Soient 

~ a • 

^ x — — z j y — z j 

c c 

les équations de l’axe, on aura 

ax ~t~. by cz = 4> (•*’-!- r J -+- *’)> 

équation générale, en quantités finies , des surfaces de 
révolution. 

673. Equation aux différentielles partielles : •_ 

(cy — bz )p + (az — cj:) q = bx — ay. 

- . •*’ / . .... 

671. Cette équation exprime que toutes les normales 
d’üne surface de révolution rencontrent l’axe. 

675. L’intégrale générale de l’équation est 

ax -h by -f- cz = <t> ( j ? 3 — t— y 1 4- a’). 

676. Les équations prennent une forme plus simple 
quand OD est l’axe desz. Elles se réduisent a 

• ' * = <t> (j:' ! y 7 ), 

py—qrz=0. 
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677. Des lignes de niveau et des lignes de vlus 
grande pente. — Soit une surface 

' *=/(*> y) ■ , 

et supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 
de niveau les sections fartes dans celte surface par des 
plans horizontaux. Une ligne de niveau a pour équation 

\ dx q ' • 

Elle exprime que la tangente à la ligne de niveau, en un 
point M de la surface, est parallèle à la trace horizontale 
du plan tangent mené à la surface par ce point. 


678. On appelle ligne de plus grande pente d’une 
surface une courbe qui, en chacun de ses points, a pour 
tangente celle des tangentes â la surface,' en ce même 
point, qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. 
La tangente à la ligne de plus grande pente, en un point M 
de la surface, doit être perpendiculaire à la trace hori- 
zontale du plan tangent au point M. 

On aura • ' 

pdj = qdx , 

V i * 

équation différentielle qui représente là projection, sur 
le plan horizontal, de toutes les courbes de plus grande 
pente. ^ . 

679. Une ligne de plus grande pente coupe à angle 
droit toutes les lignes de niveau , et réciproquement toute 
courbe qui jouit de cette propriété est une ligne de plus 
grande pente. 

•v 

680 et 681 . Ellipsoïde : 



Lignes de niveau : 
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Ligues de plus grande pente : 

y»*=h*r- 

■/ est une constante qu’on détermine en exprimant que 
la pourbe cherchée passe par un point donné. 


CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON; 

SUIE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

682. Des surfaces développables. — On nomme 
surfaces développables celles qui étant supposées flexi- 
bles cl inextensibles peuvent s’appliquer sur un plan sans 
déchirure ni duplicature. 

Toute surface développable est le lieu des tangeutes à 
une certaine courbe, nommée arête de rebroussement de - 
la surface. Dans le cône, l’arête de rebroussement se 
réduit à un point, et dans le cylindre, celte courbe passe 
à l'infini. \ 

683 à 686. Équation du premier ordre qui convient à 
toutes les surfaces développables : 

P = 0(7). 

687. Équation aux dérivées partielles et du premier 
ordre, résultant de l’élimination précédente. Posons 

d’z_ d'z _ dH _ 

dx 1 ’ dxdy dy 1 

Équation aux dérivées partielles et du second ordre 
des surfaces développables : 

o. , • . 

688 et 689. Intégration de l’équation aux diffé- 
rentielles PARTIELLES DES SURFACES DÉVELOPPABLES. , 

L’équation , > 

s* ■ — rt = o 

ne convient qu’aux surfaces développables. 
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690. Des surfaces réglées. — On nomme surface* 
réglées. celles qui s’engendrent par le mouvement d’une 
ligue droite; surface gauche, toute surface . réglée qui 
n’est pas développable. 

Soient / . 

•X— az 4- a, 

y=:bz-j-€, 

les équations d’une droite si a, h, «, o sont des fonc- 
tions d’une même indéterminée y, en fafsant varier y 
d’une manière continue, la droite se déplacera successive- 
ment dans l’espace et engendrera fine surface réglée. 

691 . Equation différentielle du premier ordre, renfer- 
mant seulement deux fonctions de l’indéterminée y ; 

• ' • ' . \ - • r * 

- > ap -I- bq — i . 

' 692. En posant — =e 

- • • - • • ■ • ,, • Y - ' , 

c 3 r -+- 2 es ■+■ t = o, , 


équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule 
fonction arbitraire c. 


693. Posons 

, f Pz _ 


d 3 z 


d'z 


dj 3 dr (txxly 3 

e 3 « -f- 3 c’e -f- v = o. 


d 3 z 

' W' 


L’équation aux dérivées partielles et du troisième 
ordre résultera de l’élimination de c entre celte équation 
et celle du n” 692. 

694 . Equation de la corde vibrante. — Le mouve- 
ment des différents points d’une 
corde vibrante, fixée à ses deux 
extrémités, est représenté par 
l’équation aux dérivées partielles 


Fi(j. 12». 



du second ordre 


d'n 

- <if- 


2 d’ft 
d.T ! 
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MP = u, AP=.r sont les coordonnées rectangulaires 
d’un point quelconque de la corde, l’origine étant prise à 
l’exlrétnité A j y désigne le -temps. 

Intégrale générale : 

« = ?(* + ay) ■+• + ( * — ajr ). 

69'». Les deux fonctions arbitraires y et <p se déter- 
minent par deux conditions dictinctcs. Ordinairement on 

suppose v ' » 

« =/(*)*. ^ =/« (•*)» P 0111- y — ?■ 

Oifcaura, en faisant 

^ ~ F (•*)’ 

« = ^ + -t-/(x — //jr ) H- F ) — F(.r— z/j-ïj. 


CINQUANTE-QUATRIEME LEÇON. 

_ I.-. jj' , . . - ' - f j a • ,*# ; . 

COURBl'RE DES SURFACES. 

696 et 697. Courbure d'une ligne située sur une- 
surface donnée — Considérons une certaine courbe 
passant par un point M (x, y, z) de la surface. Soit 9 
l’angle que le rayon de courbure R de cette courbe au 
point M, dirigé suivant la droite MN, fait aVee la nor- 
male MP à la surface au même point, a et ê les angles 
que la tangente à la courbe considérée fait avec l’axe 
des X et celui des y. On aura 

y^i H- -+- «y’cosO 


R = 


rcos’a -+- 2 s cosa coaê -j- t cos 2 ? 


698. Théorème de Meunier. — - Le rayon de courbure 
en un point d'une courbe quelconque tracée sur une-sur- 
face est égal au produit du rayon de courbure de là sec- 
tion normale qui contient la tangente à la courbe, mul- 
tiplié par te cosinus de l'angle que ce plan fait avec te 
plan osculdteur dé la courbe. 
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099. On peut encore (lire : 

Le rayon de courbure d’une section oblique est la 
projection sur le plan de cette courbe du ray on de cour- 
bure de la section normale. 


700. Courbure des sectioks NORMALES. — Prenons le 
point ( x , y, z) pour origine des coordonnées, et pour 
plan des xy le plan tangent à la surface en ce point. En 
désignant par <p l'angle que fa tangente fait avec l'axe 
des x , on a 



1 


rcos’i)» -4-af sin? ros <» •+• I sin 3 y 


On porte la valeur absolue du rayon sur l’axe des z dans 
le sens des z positifs si le dénominateur est positif, et 
dans le sens opposé si ce dénominateur est négatif. 


701. Sections principales. — Les plans qui déter- 
minent sur. la surface deux courbes planes à courbure 
maximum ou minimum, sont perpendiculaires entre eux. 
O 11 donne aux sections faites par ces plans,le nom de séc-r 
tiens principales. 

702. Variation de courbure des sections normales. 
— Prenons pour plans des xz et des yz les plans des 
sections principales. Les angles qu’elles font avec le 
plan zOx sont donnés par l’équation 

Atang’ ç (r— vt) tangif — s = o. 


La valeur de p prendra la forme 

t ' . * • 

* , I * 

p ==> 1 — ^ - - y * 

‘ rcos a y Isiri 1 ^» 

et Tou déduira de cette expression les deux rayons de 
courbure principaux p' et p" : 


P = P 


Ainsi, les dérivées partielles r et t représentent les 
deux courbures principales au point O. 


r . 


,S 
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703 et 701. On a 


1 1 , 1 . • 

- = -7 co$ 2 <j> -4- -77 sm- cp . 

P p ‘ p 

Deux sections normales egalement inclinées sur une 
section principale ont ries rayons de courbure égaux et 
de même signe. » 

La sonune des courbures de deux sections normales 
perpendiculaires entre elles est constante. ' . 

Supposons p' cl p" tous deux positifs, et p * ]> p". Toutes 
sections normales sont situées au-dessus du plan tan- 
gent cl la -surface est convexe autour du point O. 

. En prenant l’équation de la forme 


“='7+ (7.— ~î) sinV t» 
P P 'P P / 


~ augmente depuis ~ jusqu’à quand ç. croit de o à 

et - décroît depuis — jusqu à pt quand y varie de ^ â t:. 

Dans le cas où p' — p", toutes les sections normales nu 
point O ont donc la même courbure. On dit alors que ce 
point est un ombilic. 

■’ 708. Supposons que p' et p" aient des signes contraires 
et que p u soit négatif. 

Pour cj = o, on ap = p L’angle f croissant de o à Ta 
valeur 6 donnée par l’équation - 

p" 

tang a 6 = 4 -, - „ • 

, * ' P 

’ t . . ' * ^ ' 

p croît depuis p' jusqu’à l’infini. Au-delà de y = o, 0 
devient négatif et décroît jusqu’à p", valeur qui correspond 

à ? = -• Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans 

Tordre inverse. ■ / 

Dans ce cas, la surface est en partie au-dessus du plan 
tangent, en partie au-dessous. 
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'706, Détermination des ombilics. — On doit avoir 


i -t 


PJ_ 

s 


I -+- q 1 


ce qui, en y joignant l’équation de la surface, détermine 

les coordonnées d’un ombilic. 

> *, » • . ,. 

707. Paraboloïde, elliptique : , t 


a</ a b 




a? = o, y —±sjb{a — b), z = 


a — b 


Il existe deux ombilics situés dans le plan jOz. 


CINQUANTE-CINQUIEME LEÇON . 


SUITE I>E I.A COURBURE DES SURFACES. ' 

708. Sur la surface dont tous les points sont des 
ombilics. — La sphère est la seule surface dont tous les 
points soient des ombilics. » 

709 et 710. Théorie de l’indicatrice. — Si l’on coupe 
la surface par un plan parallèle au plan langent et infini- 
ment voisin de ce plan, la section obtenue sera une, courbe 
infiniment petite et du deuxième degré, en négligeant des 
quantités infiniment petites par rapport à scs dimensions. 

711. Les rayons de courbure des difl’érentes sections 
normales faites au point O sont proportionnels aux carrés 
des rayons de" cette courbe, qui est nommée l' indicatrice 
de la surface eu ce point. 

712. Quand l’intersection de la surface par un plan 

parallèle au plan tangent et infiniment voisin est une hy- 
perbole, l’indicatrice se compose de deux hyperboles con- 
juguées. Le rayon de courbure de la surface devient in- 
fini et change de signe quand le plan sécant, en tournant 
autour de la normale, vient passer par une asymptote 
commune aux deux hyperboles. • 
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713. -Conséquences géométriques. — A toute pro- 
priété dos diamètres d’uue section conique, correspond 
une propriété des rayons de courbure des sections nor- 
males qui passent par les diamètres de l’indicatrice. 

71 4. Quand l’indicatrice est un cercle, le point consi- 
déré est un ombilic. Cela arrive sur les surfaces du se- 
cond ordre aux points où le plan tangent est parallèle aux 
sections circulaires. 

713. Cas ou l'expression du rayon de courbe iie sj: 
PRÉSENTE SOUS UNE FORME ILLUSOIRE. — 1 La formule 


p = 


r cos^ç 4- 2 ïsiny eus y •+■ rsin 2 y 


dépend des valeurs des dérivées partielles du second ordre 
au point considéré de la surface. Ces fonctions se pré- 
sentent quelquefois sous l’une des formes ~ ou — » quand 

X, J et z deviennent nulles. Pour éviter l’indélermina- 
lïon, on posera 

/=* tang T , 

puis, après avoir porté cette valeur de j dans les expres- 
sions de r, s, t, on fera x — o. 

En faisant varier l’angle ç, le rayon de courbure peut 
avoir, selon la forme de la fonction f, un nombre quel- 
conque de valeurs maximums ou minimums, et il y aura 
autant de maximums que de minimums.. 

71(3. Tangentes conjuguées. — Soit MiVl' une courbe 
quelconque située sur une surface : imaginons les plans 
Kijj. 12 G. tangents menés par les points M 

et M'. Si le second point se rap- 
n, procbeindéfinimentdu premier, 

l’intersection des deux plans va- 

r riera de position et deviendra à 

f , x' la limite une certaine tangente 

/y à la surface passant par le point 

M. Cette droite lipite et la tangente MT à la courbe MN 
sont dites tangentes conjuguées. 


M' 

f 
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Relation qui doit exister entre les coefficients angu- 
laires de deux tangentes conjuguées, quand on prend pour 
axes la normale et les intersections du plan tangent avec 
les plans principaux : 

r 

mm — 

' 

717. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à 
deux diamètres conjugués de l'indicatrice. 

, La sonune algébrique des rajons de courbure corres- 
pondant à deux tangentes conjuguées est constante. „ 


CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON. 


TABLE ANALYTIQUE 


SUITE DK LA -COURBURE DES SURFACES. 

718 et 719. Lignes de courbure. — Soient M(.r, y, z) 
un point de la surface, et MN la normale en ce point; 
M'{x',y\ z') un second point de la surface, voisin de M, 
l'équation 

j.' - — x -t -p'.z’—^pz y — r q' z' — qz 

P' — P <ï—<i 

et celle de la surface 

*'*=/(*'. y\ 

représentent une courbe MM' située sur la surface et pas- 
sant par le point M. Toutes les normales à la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront rencon- ' 
trer la normale MN. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d'une 
surface pour lesquels les normales infiniment voisines 
se rencontrent consécutivement. En chaque point d'une 
surface il passe deux lignes de courbure représentées par 
l’équation diiférentiellc , 

[(i+7’)r — P1‘](^J +[(i+7 , )>“(i + /'*)0(^). ^ 

+ [pqr—[ i +/>’) a] = o 
et par l’équation de la sïu-face. 

• i * • • r 

• • » < .« . 

• • • . • ‘ ‘ v ' ’ 1 
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720. Propriétés des lignes de courbüre. — Prenons 
la normale MN pour axe des z : l’équation devient 


■(sy-H-rë- 


/ 

A 


H'ÿ. 


Les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 

Les deux lignes de courbure ont pour tangentes les tan- 
gentes aux sections principales. 

Si l’on avait à la fois s = o, /•= t, il y aurait une infi- 
ni té de lignes de courbure passant par le point de la sur- 
face : ce serait un ombilic. 

721 et 722. Soient O un point de la surface, O z la 
Fig. I2 8. normale, OA et OB les deux 

lignes de courbure, O' et O" 
deux points infiniment voi- 
sins du point O sur les 
lignes OA et OB, les nor- 
males O'K et O ff L rencon- 
treront O z en K et L. 
OK et OL sont les rayons 
de courbure, au point O, 
des sections principales zOx, *o r . 

723. Il faut bien se garder de croire que les points de. 
rencontre des normales soient les « entres des cercles oscu- 
lateurs des lignes de courbure. Et même les lignes de 
courbure peuvent être planes sans que leurs cercles oscü- 
lateurs se confondent avec ceux des sections principales. 
II faut que les lignes de courbure soient les lignes de 
plus courte distance sur la surface. 

724. Calcul des rayons de courbure principaux en 

UN POINT QUELCONQUE d’une SURFACB. 



O/, O 


{H — [(l +P*)t 4-(i + q')r — 0 ,pqs]\Ji + p 1 -+- q' . p 

-+- (* -W jl h- q 3 Y= °‘ 

II. 2* édition. ' 28 
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72o. Les normales d’une surface, menées par les diffé- 
rents points d’une ligne de courbure, forment une surface 
développable. Pour en avoir l’équation, il faut éliminer 
\ x, y, z entre l’équation de la surface, les équations 
'd’une normale et l’équation- qui exprime que le point 
-(a:, y, z) est sur la ligne de courbure. 

Cette surface se compose de deux nappes. 

726. Application des théories pbécêdentes al para- 

«OLOÏDE ELLIPTIQUE. 

x* Y 2 \ 

* = rt>è>o. 

aa ib . 

Équation différentielle des lignes de courbure : 

■ .r’4r’ i , *V y- \ }_ y d y L..Z1 — 

41 b 3 x^dx 7 \b a a 1 b ab 1 J x 1 xdx a 1 b x 3 

Intégration de l équation 


yt — cx t 


ab [a — b)e 
• b -H ac 


Les projections sur le plan des xy sont des ellipses si 
l’on a c<^o, des hyperboles quand c est ^>o. Elles ont 
toutes leur centre à l’origine. ' w \ 

Détermination de la constante c. , 


ax' 3 c 3 -t- [ bx '* — ay' 1 + ab(a — 6)]c — - by' 1 = o. 

On en tire deux valeurs de c réelles et de signes contraires, 
m et — n; les projections des lignes de courbure seront 
représentées par les équations 




y 1 = — nx ! 


ab [a — b)m 
, b +ani ’ 
ab(a — b)n 


hyperbole. 

ellipse. 


Les hyperboles ont leur axe réel dirigé suivant l’axe 
desy^. La valeur du demi-axe transverse est 




! ab (o — b) ni 


b -|- am 


t ■ 
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Si m varie de o à l'infini, cet axe augmente de o, à 
si b {a -~>b). 

Pour m = oo , l’hyperbole se confond avec la portion 
de l’axe des y qui commence à une distance de l’origine 
égale à ± \jb (a — b). 

Les ellipses ont leurs axes dirigés suivant l’axe des X et 
l’axe des y . • • • ' ' 

Lés demi-axes ont pour expressions 





Le premier diminue do l iitlini à o quand n augmente 

de ^ à l’infini. L’autre diminue de l'infini à ^b(a — b). 

Pour n == oo l’ellipse se réduit à l’axe de's y. 

Si x' = o, les projections des lignes de courbure sont 
alors l’axe des y et des hyperboles ou des ellipses, selon 
que y ' est plus grand ou plus petit que \Jb\a — b), 

Si >"'=o, les lignes de courbure ont pour projections 
l’axe des .r et des ellipses. 


CINQUANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. CALCUL INVERSE 

DES DIFFÉRENCES. 

727. Notions préliminaires. — Soient 

"O, Wa J • • • J V n y • . • y ^ 

nue suite de valeurs successives que reçoit une quantité 
variable. Si l’on retranche chacune de ces valeurs de celle 
qui la suit, on obtient ce qn’ou appelle les différences 
premières de ces valeurs, 

«i — «, = *«,, u, — «i = Au., . , k „ +1 — u„= . . . 

28. > • 
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En opérant de la même manière sur la suite des diffé- 
rences premières, on obtient une suite de différences 
deuxièmes 

Ah, — Am,= A 3 « 0 , A « 2 — Au, = A 3 . 

On formera de la même manière des différences Iroi- 
sièmes, quatrièmes , etc. 

728. it, e, 2 étant des quantités variables 
A(K + r- î) = A« + Ai' — ùkZ, 

c est-à-dirc que la différence d'n'ne somme est égale à la 
somme algébrique des différences de ses parties. 

A [u H- a) — Au, 

• ban = a Au. 

729 et 730. Expression de A "u. 

»(« — O 


A "Il 2= U. — il ll„ 


. . .ZXZn, 


ou, sous une forme symbolique, 

A "h = (« — i )(*). 

731. Expression du terme c.énéral d’uhe suite en 

FONCTION DU PREMIER TERME ET DE SES DIFFÉRENCES SI C- 
CF.SSIVES, 

n(n — i) ' 

«„=« + /îAh H A-« +. . .-f- A"«, 

1 ,2 

otija formule symbolique 

tt a — (H-A)(»)«. 

732. Différences des fonctions entières. — u fonc 
iôn entière de x du degré m 5 on donne à X une suite 
d’aécroissemenls égaux représentés par/?. 

u = Ax“ 4- B x m ~' -h C •r "'- 3 . . . -+- K x -+- L , 

« , ’ * . ' ■ 

A" « = 1 . 2 . 3 . . , m A h”. 

Les différences m ,im " d'une fonction entière du 
m‘ >me degré sont constantes, lorsque la variable croît par 
degivs égaux. Les différences suivantes sont nulle*. 
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733 . Soit U == X"‘. 

i . 2 . 3 ... Wi™ = (x 4- m/i) m — m[x 4- (ni — i) A]" 4- . . .dbx*, 

i. . m(m — i), , 

i .2. 3 . . . m = m' n — ni { m — i F H — (m — 2)"— r . ..tfc m. 

1 1 .2 ' ' . 

n^>m, 

. . n(n — iY. 

o = it"‘ — n ( n — 1 )" H - ( n — 2 )* — . . ; . 

t .2 ' ' 

734 . 

u — x(x 4- A) (x -+- 2 A) . . .[* 4- (/i — »-) A], 

)Au = (4?+ A) (x 4- 2/1). . .[jt 4- (/i — 1) h] nh, 

A’« zss (x 4- 2 A)., .[x 4- (n — 1) A] (n — i) A*. 

* 9 ‘ * . 

- 735 . Différences de quelques fonctions fraction- 
naires ou transcendantes. — La variable croit par de- 
grés égaux. 

* 1 0 u — y 

x(x + A)(x -)- aA). . — j)AJ 

— nh 

t (x -f- A) (x 4- 2 A). . . (x 4- nh)' 

n (« -4- 1 ) A* 

x(x -t- A) . . .(x H- nh) [x 4- (n 4- 1) A]’ 

et ainsi de suite. * 1 

2 0 u = a 1 , 

A"ij =<»*(«* — i)». . ; 

3 ° 

A sin ( ax -j- b) — 2sin i ah cos ^«x + b - 1 - 

A cos («x b ) = — 2 sin ^ uA sin ^a.r -4- b -t- — j 1 

A’sin (<ix 4- A) — — 4 sin’ ~ sin (ax 4 - b -f- ah), 
cl ainsi de suite. 
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738. Calcul ihverse des différences. — Défihitioks 
bt hotations. — Le calcul inverse des différences a pour 
objet de déterminer une fonction quand on connaît sa 
différence finie, ou lorsqu’on a une relation entre celte 
fonction, quelques-unes de scs différences et la variable 
indépendante. 

La fonction F (.x) dont la différence est f(x) se repré- 
sente par 2/< x) et se nomme l’intégrale aux différences 
finies de f (x). On a 


* y /(•*)==/{*)> 2 */(*)=/{*'• 

737. Daqs Fc calcul intégral ordinaire, quand on a ob- 
tenu une intégrale particulière d’unetlifférenlielle donnée, 
on ajoute à cette première solution une constante arbi- 
traire pour former l’intégrale générale. Dans le calcul 
intégral aux différence finies, il faut ajouter à une inté- 
grale particulière la fonction la pins générale dont la dif- 
férence est nulle, o (x), 

iu ; ' r) = bj [x -4- h) — er(x) == o. 


w 


Ou aurait une fonction jouissant de la propriété en, 
question, si l'on prenait 


BC* . 

1/ 

R- 


m-: , . 

g*. ‘ 

B * 

« . 

| 

■ 

ty. 


, . ( . 7.TX 2jrx\ 

a(x) — W I sm , cos-v-1» 

Ÿ désignant une fonction tout à fait arbitraire 

738. Tnéon KMEfr SÜR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES 
FIMES. 

F(*«} — F (x.) =/(*•) -4-/(x,) -H. v.4-/(*._). 
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% . , • 

739. IktÉGUATIOjS DE QUELQUES FONCflONS. 




-f- a -H à 1 -f- . . .,-f- û"”* 1 « 


a* 


i ar — r 


a — r i n — i a — i 


740. 


2 co *(' 


• ( ah *\ 

smuM ht 

■+.i)= —A * 1 + c, 


, asin - ah ( 

i 


eos £4-cos(n4-6) 4- cos (2 a 4- b) 4- . . .4- cos [{a — i) «4-£J 

„ . na ( n — r 

sin — cos a 4 - b ] 

' _ V 2 / . 


i 

sin - a 

-2 , 


.• et 


sin /> + sin(a4-£) 4- sin (aa4- £)4- . . . 4- sinf(a — i)« 4- £ J 

. na . ( n — i \ 

sin — sinj « + i 

3 \ 2 /' 


. . i 

sin — a 
a 


741. 


y, -t (.r 4- £). . .[a: 4»(a — i) h] 

_(jt — h)x{x 4- h ). . .[tr4- (a — i) A] - 
. _ (»4-i)i ^ 


Ci 




(ï + *).. • [•* 4- (a — i) h] 


l'X 


(a— r )h at(ar4-/j)(jr4-2/<)...[j4-(a— 2 )£]" 


•C. 


Digitized by Google 


44« 


TABLE ANALYTIQUE 


CINQUANTE-HUITIÈME LEÇON. 

SUITE DU CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. — » FORMULES 

■v - 

. D INTERPOLATION. 

742 . Intégration des fonctions entières. 

/(*) = A x"-f- B r"*-’ Cx— ’ -4- . . , , 

]£/(*) = A'x” +1 + B' jj“-+-C'x" , - , -t-.. •> 

./ - A R'— JL "a 

{/«-+- iJA* w/i 2 ’ 


C' = 


(«i — i) A 2 




12 




et ainsi de suite. 

743. Par la série de Taylor 

/w=a 2 / , w+ 1 ^2 /,, w- 

et, si l’on pose f(x) =x"' +l , 

*" +l = («* -+■ -i) h [ Jn + i) m — — ^^x" 1 — 1 

(w-4-i)w(w— i). A , - 


1 . 2.3 


x'"- 


r‘ = - + c , 


2 X J X „ 

*=ïï -3 + c ’ 

2 , X 1 ' I A 

2 ^ = p — î c > 

2 . x 5 i A A* 

æ 4 = 5 A-^ , - + - 3 " , - 3 ^ x - + - C - 
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Sommes tics puissances des nombres i, 2, . 


, 1 . • U (il -h <1 

S, = -«* + -« = — -, 

2 2 2 


c 1 . 1 . 1 . » «+l l»+l 

O 2 O 1.2.3 

_ I I , I , /»= ( « -f- 1 )* 

1 


74t. Sommation des piles de boulets. — Pile à base 
triangulaire : 

N _ «(« + !)(/< + 2 ) , 

1.2.3 

Si la base de la pile est un carré dont chaque côte ren- 
ferme n boulets, 

_ n (n -f- i)(.a« -+- 1) • - 

— g 

Pile rectangulaire, n le nombre des boulets contenus 
dans le petit côté de la base et a -H 1 le nombre des bou- 
lets qui forment la rangée supérieure de la pile : 

n ( n -4- 1 ) [" a — f- 1 -f- 2 ( n -4- a )~| 


-74o. Evaluation des sommes par les intégrales or- 
dinaires ET DES INTÉGRALES PAR LF.S SOMMES. Soit 

1- A — o, 

I .2 

1 A 

H h B = o, 

I . ? . J 1.2 

i A B 

5 — j H r. ■+- 1-0 = 0 , 

1.2. 3. 4 1.2. a 1.2 


A ” — — — % Iî — — , C = o, D : . 
2 12 


K — o.. 
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> K 


L 


x 


S/(.rj = i jf /(-r),/x -:^[/'(X) -/(*.)}/ 
+^/,[/'(X) -/'(*,)] . 

■ _ --/i 3 [/“(X) — /*( r„.)J -H. « . . 

* ‘ " - *J^O 

71ü. Intégrale ordinaire eu fonction d’une intégrale 
aux différences (inies : ' •- , 

’ f{x)tlx — h | — -+-/(- r l)-+-/(' r ïï -+-•••+ 

_-i-^f/'{X)-/'(,r u )] 

• * 

^ 7 2 ° * .» 

Le premier terme du second membre est égal à la 
somme des trapèzes inscrits dans la courbe y —J (x.), 
et déterminés par des ordonnées équidistantes. Quant au 
premier membre, il représente l’aire de celte courbe. 

747. La détermination des coefficients A, B, C, 
peut se faire au moyen d’une fonction particulière. 
Si l’on prend 

/H = 

on aura 

Jt - = 1+ A/i R /i’+ C/i 3 + 

eh — i , "* * * 


i +• B/i*-+- C/i 5 4- DA' H 


h c 1 


h 

/' — C 


Le second membre ne change pas quand h est remplaié 
par — h . On a donc 

C ~ Oj K — - Oj • • • • 

748 . FoRMtX.ES n’iKTKRPOLATION. FoRMtl.E DE 

JSewtow. — L’interpolation a pour objet de trouver une 
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fonction d’une variable, connaissant les \aleurs de cette ' 
fonction qui Correspondent à un cerlaiu nonibrcdc valeurs 
données de la variable. Ce problème est indéterminé 
tant qu’on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée. 
Soient ' • 

- f X { | , . . . , x„ 7 

n -4- r valeurs équidistantes d’une variable, et soit h leur 
. différence constante. Soient 

«0, «I, «a,-.--, «„ . • 

les valeurs correspondantes d'une fonction «, que nous 
supposerons entière et du n i>me degré. » 



719 et 750. Formule de Lagrange. — Supposons 
maintenant que les valeurs données de x, 


Xfl, X zy ...y X„J 

soient quelconques : 

— (- r ~ *■' (~ r — *»)• • •(•* — J .) 

“ — (x„ — x ,) b r a — Xj). . .(.r, — x.) 

(x — .r,) (x — J,). ■ .(x — x n ) " 

(x,— X.) (x, — X,). . .(x, x„) ' . 

-H 

' _j_ ( x — x„) (X — X|). . ,(x — x„_,) ^ 

(x B x.) [x H - (x„ X tl — , ) 

7Î>1. Formules d’approximation pour les quadra- 
tures. RECTIFICATIONS, CUBATURES. SuppOSOIlS qu’il 

s’agisse d’évaluer l’intégrale 
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ou l’aire de la courbe y =J'(x) : , , 

h \ • . ' c . 

s = 3 [r.-hr»-+- -h 4tyi +rs4-;. .. )], 

lorinulè due à Thomas Simpson. 


CINQUANTE-NEUVIEME LEÇON. 

VARIATION D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 

7 ’>2 . But du calcul des variations. — On considère 
mie intégrale définie 




et il faut trouver pour y une fonction f (jr ) telle, que ’ 
celte intégrale ait une valeur plus grande ou plus petite 
•que si l’on remplaçait f(ar) par une fonction d’une forme 
tant soit peu différente. 

7o3. Exemple. — Étant donnes deux points -C et D, 
trouver une courbe, plane CNlD telle, que la surface de 
révolution engendrée par le mouvement de cette courbe 
en tournant autour d'un axe Ox situé dans son plan 
soit un maximum ou un minimum. 

Soit S la surface : en posant 


r *> <!.i 

,=21t L 's 


dx , 


il faut trouver une fonction de <r,?== f (a:), telle, que 
l’intégrale précédente ait une valeur plus grande ou plus 
petite que toutes celles qu’on obtiendrait en modifiant 
infiniment peu la forme de la fonction f(.r). 

7ol. La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu de celle qu’on a déjà suivie dans les 
questions ordinaires de maximum et de minimum. 
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7 do. Définitions et notations. — Soient 

;- r = f(x) 

l’équation d’une courbe, et 

v = ê{x) '•'< 

l’équation d’une autre courbe qu’on obtiendrait en fai- 
sant varier extrêmement peu la fonction f(a). Si l’on, 
appelle y raccroissement de l’ordonnée MP quand on 
passe à la seconde courbe, l’abscisse restant la même, 

ty = ${*)— f(*). . ' 


est ce que I on nomme la variation de loidonnce ou de 
la fonction. 

, • ' f 

7t>(i. On ramène les variations aux diflérenli elles en 
i ( gardant f comme une fonction de x et d’un paramètre 
arbitraire t. Soit 

y = *{*> O, 


ou aura 


rb ' =, 2 (lr : 


7H7. Il est souvent nécessaire de faire varier à la fors 
x et ) , quand on passe de la courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On regarde x et jr comme des fonc- 
tions d’une variable indépendante u, et d’un certain para- 
mètre t : soit 


*x = *.(«, /), = ')• 


On suppose que pour i — o, j devienne une certaine 
fonction de x , f(.r), et que x devienne une fonction 
quelconque de «, /’(«). 

?("« o) =/(«), +(«, o)=f[/(«)]. 


Qn aura 





Si laissant à l une valeur constante on faisait varier u, on 
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aurait 


rix : 
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iî.u, d J= d ±d*. 

(lu du 


738. Oti appelle variation de U la partie de Al' qui 
ne dépend que des premières puissances des variations ôx 
et iy. 

. rfU . rfU , 

, 5U = -j— itr-y- -j- 9y. 

ax dy 

759. On appelle variation seconde d’une fonction II 
la variation de dU : ou la désigne par d*U. La variation 
de celte dernière est appelée variation troisième, de U et 
se désigne par d*U, et ainsi de suite. 

„ 1 *• ' i 

760. Théorèmes sur la permutation des signes d 

et d, J' et d. — La variation de la différentielle d'une 

fonction de x est égale à la différentielle de la varia- 
tion . 

S.dU=d.SlJ,~. 

► N 9 

761 . 

S m d u U = eP8”U. 

762. Un peut aussi intervertir l’ordre des signes d 

et J- • 

J C X ' r x i - , 

I \dx = f i(Vdx), 

X t J X , 

763 à 767. Variation d’usb intégrale définie. — 
■ Cas ou la fonction sous le signe J * ne dépend pas des 
limites. 


U = f ' Vdx, 

* '* 

Jx, 

V =/(*, y, P, y), P=^ 1 

_4- 

tlx 

.. d\ dV dv 

M= *’ . N = *’ p== v 

10 

11 


• & 
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H [ v “ “ 2 )'" - «»] '* + ( p - 2 ) ? } ' t QS ''I: 


</P d’Q 

K =*- 7 ïï + ïè' 


J P T l - , 

' .Xdx = r + I (K5/ — K/j3a:)f/x. 

I„ J -r, ' 

708. Cas ou la fonction V renferme deux fonc- 

TIONS DE X, 

f dy d‘y dz d‘z\ 

' =/ v x ’ ^ -z?’ -ji' d*y - , 

J r*. p*t 

h \dx=r’+ j (K« + K ’a’)dx, . 

J*. . . 


dz 

en posant — = // 

1 //r 

rfV ^3S' 41-P' *V 

rf/î' — 

, f d P' rf’Q' 

K'= N — -+- ■ . 

dx o dx- 


Hz 


T' s’obtient en ajoutant à F les termes qùi résultent du 
changement des quantités P, Q, p,..., en P', Q', 

769. Cas ou la fonction V dépend des limites de 
l'intégration. — 11 faut ajouter à la variation de l’in- 
tégrale les termes qui proviennent de la variation des 
limites. , ; . - - ; - 


" A 


; .. . ’ ' < • 

SOIXANTIÈME LEÇON. 

. ■’ ■ ~t -j. •; . ” ■ ' 

St II K DE LA VARIATION D CNE INTÉGRALE DÉFINIE.— APPLICATIONS. 

770, Autre moyen d’obtenir la variation d’une 
intégrale définie. r~ \ • 

sf '\dx=r + f ' (ai* + K$x)dx, 

H = — K/i. 


t » . 
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771. Si l’on ne faisait va ri or que^', 

i t 

‘ ' if Vdr — I" + f K 

Jr. J t. 


llXy 


T' se déduisant de T, parla suppression des termes qui 
renferment d.r 0 et 3x t . 

Si l’on faisait varier x seulement, 


r dx 


if ' \,U— T” ■+■ f 

= T"— f*' KpS.rrU, ' 

P' .étant, ce que devient T quand ort y fait dr<> = o, 

fy» = <»• ’’ 

772. Cas où il entre dans la fonction Y une autre 
fonction s de x avec ses dérivées p' et q 1 : 

J e *x r x ‘ 

I \tlx — r-j-f (HJxH-Kdy-kK 'Sz)dx; 

r . J*, 

il = —(Kp ■+■ K'/»'). 


773. Maximum et mimmiih d’oke intégrale définie. — 
dU = o est la condition du maximum ou du minimum. 

Si d ! U reste toujours positive, lorsque les variations dx 
et dr changent d’une manière quelconque, tout en restant 
infiniment petites, U sera un minimum. Si d’U reste 
négative, U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un 
maximum ni un minimum si d’U peut changer désigné. 

77-1. L’équation dU — o entraîne les deux suivantes 
r = o, K = o. 

77o. Conditions relatives aux limites. — Dans le 
cas où V ne contient que x, y, p et q, l’équation K== o 
est du quatrième ordre, et l’on a 

J = C, C', cr, C*}. 
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Pour déterminer les quatre constantes arbitraires, il 
faut avoir égard à l’équation T= o. Plusieurs cas : 

i° Si l’on se donne les valeurs de x, y, p , (j aux deux 
limites, l’équation T = o est identiquement satisfaite, et 
on aura- 

y a = f (■*■„ , C, C', C", G"), 

p. = f'K, c, c', c ff , c"'), 

,y,= r(x lt C, C', C", . C w ), . 

P,= f'(jr„ c, G', G", C"). 

2 ° Si l’une des six quantités Xo , j'. , . . . , reste arbi- 
traire, pi par exemple, l’équation T = o se réduit à 
Q, = o ; on a cinq équations pour déterminer les quatre 
constantes et la valeur de p t . 

3° Si l’on a 


?(*», .r», p», •*, , Pi)=°> 


Ron aura- 


do do . d » . do do . do , 

<**»■+- —, — dy.-h -j— fy'oH — — o -Vi + 3y, -) — - — Sp, —O. 

rf/o «Pi «.r, «/, «pi 


dx. 


En portant la valeur de dp , , tirée de cette équation, 
dans l’équation r = o, il faudra égaler à o les coefficients 
de àx 0 , ây 0 , dp 0 , 5x t et $y t . On aura dix équations 
pour déterminer les dix inconnues C, C', C", C/", x 0 , 
Jo, po,Xi,jr t ,p t . 

776. Cas ou tA fonction V contient deux fonctions 
de x. — V contient deux fonctions -p et z de la variable x. 
On aura 

r= o, K = o, K'=o. 

776 à 779. S’il existe entre y et x une relation 

F ( *, y, z ) = o, 

on aura 

_ , dF 

r = o, K K — = o. 

dz dy 

% » 

780. Ligne la plus courte entre deux points dans 
un. plan. — La ligne cherchée est une ligne droite. ' 

II. 2? édition. 2Q 
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781. Ligne la plus courte d’un point a une courbe 
plane. — Ïm ligne la plus courte entre un point et une 
courbe est une droite normale à celle' courbe . 

782. Ligne la plus courte entre deux courbes , 
planes. — La ligne la plus courte entre deux courbes 
planes est une normale commune aux deux courbes 
proposées. 


SOIXANTE ET UNIÈME LEÇON. 

. SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES •'VARIATIONS. 

783 et 781. Autre manière de résoudre les pro- 
blèmes précédents. — Au lieu d’appliquer les formules 
générales, on opère comme il a été expliqué au n° 770. 

78o. Ligne la plus courte entre deux points, dans* 
l’espace. — Soient x 0 , /o, -Zo les coordonnées du premier 
point, et Xi, y i} z, celles du second, 

y = ex -f- C, z — c ' x - f- C', 

équations d’une ligne droite. 

■> • ■ 

786. Pour déterminer les constantes, plusieurs cas. 
i° Si. les points A et B sont donnés, les quatre con- 
stantes se déterminent en substituant les coordonnées des 
points A et B dans les équations de la droite. 

„ 2 ° Supposons que les points A et B doivent se trouver 
slir dpux courbes ayant pour équations, la première 

7 = <p(-*)> Z = 

et la seconde . * 

<r = 4>(x), s = 'F(x) : 

la droite AB est normale aux deux courbes. 

Les équations 

i -t-ct>'(x,) 4-c'S , '(x,) = o, 

,i -f- c®' ( r.) -t- d^! (x,)= o, 


Digitized by Google 



ï 


9 


DES MATIÈRES. 4^* 

/„ = c J! ( + C, jr, — ex, -f- C, V 

c, = e'.r, + C', s, = c'x, + C', 

J,= ? (x,), /, = <l-(x,), 

*o =''}'(•*•)> *,= ▼(«,), 


déterminent les constantes et les coordonnées des points 
extrêmes de la droite. 

3° Supposons que les points A et B doivent être sur 
deux surfaces données. La droite AB est normale à la 
première surface et à la seconde. 

Les constantes et les coordonnées des points A et B se 
détermineront comme dans le cas précédent. 

787. Ligne la plus courte sur une surface donnée. 
— Soit 

F(- r > J» *) = o • 


l'équation d'une surjace courbe, et proposons-nous de 
trouver la ligne la plus courte AMB que l’on puisse tra- 
cer sur cette surface entre deux de scs points A et B. 

On a 

dF rfF 


dx dx i<lz , 

ds dF- ds 


d ±-± d d J. z 

ds f/F ds 

7ï ' 


ce qui fait trois équations pour déterminer les deux fonc- 
tions^ et z. Mais l’une des dernières équations est une 
conséquence de l’autre eide l’équation de la surface. 

788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 
nommées lignes géodésiques de celle surface : tous leurs 
plans osculateurs sont normaux à la surface. 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
blème précédent. Si la ligne cherchée doit aboutir à deux 
courbes données sur la surface, la courbe AMB les cou- 
pera à angle droit. 


789. La propriété d’être la ligne la plus courte entre- 
deux points quelconques d’une surface peut n’exister que 


* 
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sur une certaine portion d’une courbe. Sur la sphère, la 
propriété du minimum appartient seulement aux arcs 
de grand cercle moindres qu’une demi-circonférence. 

790. Surface de révolution minimum. — Étant don- 
nés, dans le même plan , deux points A et B, et une 
droite CD, trouver une courbe AMB, située dans ce 
plan, et qui, en tournant autour de CD, engendre une 
surface de révolution dont l’aire soit la plus petite pos- 
sible. 

Prenant pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des une perpendiculaire à cette droite, on a 

— c’ ,x — c' \ 

c , cl 

-h C J , . * 


c 

• r= â 


équation d’une.chaineltc (57-4, 2 °). 


SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 

791 et 792. Brachistochrone. — Problème. Étant 
donnés deux points A et B, trouver la courbe AMB que- 
doit suivre un point pesant pour aller du point A au 
point B dans le temps le plus court possible. Cette 
Fig. i3G. courbe s’appelle la brachislo- 

chrone ou courbe de plus site 
descente. 

Prenons uue verticale quel- 
conque pour axe des x, et deux 
axes rectangulaires Os et Oj' 
dans un plan horizontal quel- 
conque. Le mobile part du point 
A ( x 0 , z 0 ), sans vitesse initiale. 

Tous les points de la courbe cherchée sont dans le 
même plan vertical. Si Lon prend ce plan pour plan 
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des xj, et le poitit de départ A pour origine, l’équa- 
tion différentielle de la courbe se réduit à 

dy — dx t ■ 
y a — x 

La cycloïde représentée par cette équation a un point de 
rebroussement au point A. sa base est horizontale, et le 
diamètre de son cercle générateur est égal à a. 

En intégrant l’équation, on a 

. i a — ’tx i 

r = — a arc cos \iax — ar‘ 

2 a 


On déterminera la constante a en exprimant que la 
courbe passe par le point B(.r,, j t ). 

Le temps employé par le mobile pour aller du point A 
au point B, est égal à 



793. Si les deux points A et B sont assujettis à se trou- 
Fi c . ,38. ver sur deux courbes données 

CD, EF, on obtient encore une 
cycloïde AMB, située dans un 
plan vertical qui coupe la courbe 
EF à angle droit. 

La tangente à la cycloïde au 
point B est perpendiculaire à la 
tangente menée à la courbe CD 

79 i. Rema ItQUF.S SCR l'intégration ue l’équation 



K - \ r/P J. rf *Q 

K. — h ----- = O. 

(IX (IX 2 


i" Si y n’entre pas explicitement dans V, l'équation 
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se réduit à 
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qui n’est plus que du troisième ordre. 

2 ° Si x n’entre pas explicitement dans V, l’équation 
K,= o se réduira encore au troisième ordre, en prenant y 
pour variable indépendante. 

3° Si Kou avait à la fois M = o, N = o, l’équation se 
ramènerait au deuxième ordre. 


y 

M/\ \ 

v\ 

\ 

•: . V 


•/A 


T < 

) x 


795. Problème. — Trouver une courbe plane AMB 

Fig. i3g. telle, que l’aire ACBD 

comprise entre l’arc 
AMB, les rayons de 

^ courbure AC et BD 

'S? 

qui correspondent aux 
deux points extrêmes 
A et B, et la portion de 
développée CD com- 
prise entre les centres de courbure C et D soit un mini- 
mum. 

La courbe cherchée est une cycloïde. 

796. Maximum ou minimum relatif. — Il s’agit de 
rendre maximum ou minimum une intégrale définie 

1 \ d. r, avec la condition qu’une autre intégrale dé- 

*» • 

J r x ' , . 

i U dx ait une valeur déterminée /. 

797. Supposons qu’il s’agisse de rendre maximum l’in- 
tégrale / V dx, avec la condition 

J*, 

• ‘ f ' U dx = /. 

•sx. 

0 » 

► 

Les variations de ces intégrales doivent être nulles. 
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On doit avoir 


S f Vc/x = o, 5 f Uelx=o. 

J x, J r, 

En développant ccs deux conditions, on a 
r -h f K m<Ij: = o, 

J*. 

r*< 

04 - | Lwilx = o. 

J*. 

On a les deux équations 

r 4 - a 0 o, K 4" fl L — o. 

On aura donc une constante de plus que dans le cas 
où l’on recherche un minimum absolu, mais on a aussi 
une équation de plus 


f 

J*. 


Vdx — l. 


798. La recherche du maximum relatif de l’intégrale 

J ' \ dx j lorsque l’intégrale f U dx doit conserver 

*. dx, 

une valeur constante, revient à chercher le maximum ab- 
solu de l’intégrale J'çV 4- ntJ) dx. 

799. Problèmes sur i.es isopêrimètres. — Étant 
donnés deux points C et D sur un plan , trouver painii 
toutes les courbes de même longueur situées dans ce 
plan et terminées aux points C et D, celle pour laquelle 
l'aire ABDC est un maximum. 

La courbe cherchée est un arc de cercle. 

• 

800. Problème. — De toutes les courbes isopêrimètres 
que l'on peut tracer sur un plan entre deux points don- 
nés A et B, trouver celle qui , en tournant autour de la 
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droite O x, engendre la plus grande ou la plus petite 

surface de révolution. 

La chaînette. 

801 . Problème. — De toutes les courbes isopérimètres, 
trouver celle qui engendre le volume de révolution mi- 
nimum. 

\ja‘ — [y 1 — c)’ 

équation différentielle de la courbe élastique. 

802. Problème. — Déterminer la combe qui , par sa 
révolution autour d’un axe ( l’axe des x) engendre la 
surface minimum qtli renferme un volume donné. 

j [y 2 ± b') dr 

4 a *y‘ — ( y* — è 1 ) s 

Si la constante b est nulle, on a un cercle ou l’axe des x. 

Si b n’est pas nulle, l’équation différentielle appar- 
tient à la courbe décrite par l’un des foyers d’une ellipse 
ou d’une hyperbole qui roule sans glisser sur l’axe desA\ 


FIN DU SECOND VOLUME. 
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